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ELŐSZÓ 


A valószínűségszámítás és a maternatikai statisztika tárgyköre kb. KI év 
óla folyamatosan, újabb és újabb eredményekkel razdagszik. Eredmérryeit 
néhány évtized úla számos tudornányterületen rendszeresen alkalmazzák 
különböző problémák megoldására. Főotyáiratok és napilapok gazdasági, 
műszaki. mezőpazdaságsi, Lársadalomtudományi cikkemek szerzű! is gyak- 
rar alkalmaznak állításaik Bizotntyításahoz valószínűség szánulási És statisz- 
tikat módszereket. közvéleménykuülatási adatok feldolgozását, választások 
eredménycinek sok szempontú elemzését az o úÚjságolvasák széles köre. 
renőszeéresen olvassa, Félő. hogy elem; valószínűségszámílási és siniiszii- 
kat ismeretek nélkül ezekből a cikkekből hamis következtetéseket vonnak 
le. Mindezek ügyelembevételével szükségesnek tartjuk, hogy már a kö- 
zépiskolák minden típusában a valószínűségszámítás és a statisztika alap- 
jalval megismertessék a [anulókat, mert az a gondolkodásmód, amely az 
említet cikkek megértéséhez nélkülözhetetlen. csak igy alakulhai ki öfivel 
a világ jelenséget nem determinisztikusak, hanem véletlenszerűek, ezért ki 
kel! fejlesztenünk azt az érzéket, amely lehetővé teszi szárnunkra. hu 
becsülni tudjuk a jelenségek bekövetkezésének valószínűségét, mert csak 
így dolgozhatjuk ki azokat a takuikai lépéseket, amelyek a következmények 
felerősítésére vagy épnen kivédésére, hatásuk csökkentésére alkalimnasak. 

£ könyv a valószínűségszámítás És a matematikat statisztika clemett fár- 
gvalja a középiskolai ismeretekre támaszkodva. Feleseiei a főiskolai és 
cegyelemi oktatási programokhoz illeszkednek. Kidolrozott példái, irladatai 
a gyakorlati élet különböző területeinek problérnáit ölelik E:i, A feladakok 
megoldása a könyv FIL. részében találhatók. Az I. rész a valószínüsége 
számítást öl fejezelre, a II. rész pedig a matcmatikai statisztika elemet 
négy fejezetre honlva tárgyalja. A fejezetekhez ún. ,eéllenőreő kérdések" 
tarloznak. amelyekkel az Civasó cHlenőrizhet tudását, ha a kérdéses ÉGjexzet 
anulását belejezte. Á kérdések lermészetéesen csak a legfontosabb togai- 
mak dehnicióira, a további fejezetek megértéséhez nélkülözhetetlen LÉe- 
lekre. és az alkalmazás szempontjából fontos eljárásokra vonatkoznak. Így 
az az Úlvasó, aki korábbi tanulmányat során már szerzcit HIZONYOS i8me- 
releket. az ellenőrző kérdések alapján megállapítbatja mennyire hiztas a 
Hiudása, és ha azt kielégítőnek találja, akkor a következő Írjezei isimeretei- 
nek elsajátítására térhet ár, Javaslom, hogy az Clvasó a példákat és a felu- 
datokat Ilyen csetben ís nézze át, ali. aka meg. mert csak az önállóan jál 
megaidoti feladatok adnak kellő biztonságérzési, a táblázatok használa 
tában való jártasságot. amely nélkül nemi lehet jó eredménnyel VEZSHÁŐZTTi. 


ő Előszó 





A könyvben való tájékozódást a jól lagolt lartalomjegyzéken kívül a na- 
gyon részleles név- és tárgymutató teszi még könnyebbé. Mindazok, akik a 
könyvben l(oglaltakon túlmenő ismereteket kívánnak elsajátítani. az iroda- 
lomjegyzékben találnak meglelelő műveket igényeik kielégítésére. 

Köszönetet mondok a könyv lektorainak, Dr. Szelezsán Jánosnak és 
Dr. Obtádovícs Csillának a lektorálás fárasztó, de számornra igen sok segit 
séget nyújló munkájáért és különösen Érsek Nándornak, aki nélkül sem 
cz a könyv, sem a szép kiállítású Matematika könyvem nem jelenhetett 
volna meg. 

I Dr, Obádovics f£ Gyula 


Balatonszárszó, 1984. december havában 


ELŐSZÓ A NEGYEDIK KIADÁSHOZ 


Köszönétel mondok mindazoknak, akik felhívták figyelmemet a korábbi 
kiadásokban előlorduló ellírásokra és hibákra. Ez a negyedik kiadás néhány 
új témakörrel és számos — az alkalmazást és a tárgyalt módszer megérlésél 
elősegítő — példával gazdagodott. 

Köszönctet mondok a negyedik kiadás lektorainak, Dr. Szelényi László- 
nak és Dr, Öbhádovics Csiítának igen gondos és preciz munkájukért. 


Dr. Obádovics J. Gyula 


Balatonszárszó, 2601. június havában 
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R valós szímok halmaza 
[al az a szám abszolút értéke 


[a.b]. lab! a-tól b-ig terjedő zárt ili. 
nyilt intervallum 


A, százalék 
! faktoriális: 
pl. 41-1-2.3-4z34 
é a természetes TlOgAritrriis 
alapszáma 
e e alapú exponenciális függvény 
9 
k hinomális együttható (s alat 
; 
nr! 
kin—-kh 
b összegezés jele, pl. 
11 
bat méjtej rt... FEL, 
:7] 
F. n elem tsinétlés nélküli per- 


rnutációinak szárna 

Erény d . éj1z 

piórózesér gr eletn ismétléses per- 
mutációinak szára 

V r különböző elem ismétlés 

n.k 
nélküli k-ad osztályú variá- 
ciúinak száma 
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Vrn elem k-ad osztályú ismét- 
lésés vartációtnak szánnia 
Cak on elem k-ad osztályú ismél- 
lés nélkül kornbinációimak 
szára 
C! ,  n elem £-ad osztályú ismér- 
léses kornhinációinak száma 
I bizios esermény 
2 leheletlen esemérty 
PIA] az áA csemény valószínűsége 
PAB azA valószínűsége a 8 feltétel 
mellett (feltételes valószínűség) 
M(EX Im o0X valószínűségi vállozó 
várható értéke 
D(Xi1, c X valószínűségi változó 
szórása 
VarX, Díexyai variancia, SzÓrás- 
négyzet 
Fajn feltételes relatív gyakoriság 
Mx.g ely,  peremeloszlások 
HALAT, Y;) együttes eloszlás 
Cov (X.Y) knyartanci:i 
KIA.r).r  karreláció, korrelációs 
együttható 
f(xh o(lxi süriséglüggvény 
Fáxi. dix) eloszlásfüggvény 
MEXS: X változó k-adik mennentu- 
ma 
pik:n. a) binomiális eloszlás 


PISA Perssew-eloszlás 


Mm gi nurmális eloszlás 
NO 


A AK 


EN tax) 


[ét p 


B zs 


te 


u , 


] 


standard normális eloszlás 
mittaközép, számtani közép 


tapasztalati elcszlásfüggvény 


relativ gyakoriság 


fapaszlalati és korrigált 
tapasztalati szórás 
tapasztalati és korrigált 
tüpaszlalati szórásnégyzel. 
az u-práhba értéke 

a f-prába értéke 

az F-próba érgéke 

a x7 -próba értéke 
valószínűségi vagy szlemifi- 
kanciaszint 

konfidencia intervallum 
számítolt és táblázatbel ér- 
tek jelölése 

nullhipotézis és ellenhipoté- 
zts fele 

k-adik ccnirális maementuini 
ferdéségi együttható 
lapultsági együttható 
valószínűségi váliozáó Vár- 
hatá eltérése 

medián (az eloszlás közepe? 
valószínűségi változó terje- 
delme 


máódüisz 


eloszláslüggyény p-kvantilise 


Crörög dbécé 


A ( 
BB 
FY 
Á ü 
Et 
7t 
Hn 
E 


alfa 
béla 
gármima 
tlella 
epszilon 
zéla 

éta 


théta 


(rörög abéce 


I 1 
Ex 
AA 
MH 
NM v 


—n 
kann 


(o 
TI 7 


lóta. 
kappa 
lambda 
rriű 

nü 
kszi 


amikrrm 


pi 


Fp 

sala 
Tr 

Yu 
bh 
XX 
Ty 
128 


ró 
szigma 
fül 
üpszilen 
fi 

khi 

pszi 


ömega 


ÍS 
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Fejezetenkeént ellenőrző kérdésekkel és feladatokkal 


I. RÉSZ 


VALOÓSZÍNŰSÉGSZÁMÍTÁS 


ELSŐ FEJEZET 
1.I. Bevezetés 


Az emberiség már jóval korábban a valószínűségszámítás malema- 
kat megalapozása előtt, a környezetében ismétlődően lejátszódó 
jelenségek megfigyelése alapján felkészült bizonyos események he- 
következésére, Ilyenek voltak pl. az időjárásra, a folyók vízállására. 
a szerencseéjálékokra vonatkozó megítgyelések. 

Tekintsünk pt. égy anyagdban homogén. szabályos ponlozású 
dobókockát (a továbbiakban röviden kockát, IL. ábra). A kocka sok- 
szori teldobásakor azt tapaszlaljuk, hogy mindegyik lapja az Összes 
dobás kb. 1/6-ában lesz felül. 





Tf. abra, szabályas kocka tapjat 


Ezt a lényt úgy fejezzük ki. hogy a lehelséges hat csei mindegyi- 
kének (a kocka egy adott lapja felülre kerülésének a valószínűsége 
176. Altalában egy véletlen esemény valószínűségén azl a szárnot 
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értjük, amely megadja, hogy a szában forgó csöémény az eseteknek 
kb. hányadrészében következik be. A szerencsejátékokkal kapcso- 
latos véletlen események matematikai vizsgálatával elsőként H. Car- 
dano (1501—1576), G. Galtlei (1564-1642), B. Pascat, (1623-1602), 
P. Fermat (1601-1665) és CA. Huvgens (1629—1095) foglalkozott. 


Egy szenvedélyes szerencsejálékos, Ci de Méré a következő két 
problémával fordult Pascalhkoz (1654): 

1. Mi az oka annak, hogy egy kockával dobva előnyös arra [0- 
gadni, hogy az első négy dobás között megjelemik a hatos, de hátrá- 
nyos arra fogadni, hogy két kockával dobva az első 24 dobás vaia- 
melyikében megjelenik a két halos? 

2. Két játékos megállapodik abban, hogy az nyeri a kitűzött 
pénzösszeget, aki először nyer k számú játszmát. Hogyan kell mél- 
tánvosan felosztani a kifüzött pénzösszeget, ha valamilyen ükból 
akkor kellett abbahagyniuk a játékot, amikor az első játékosnak 
még n -k. a másodiknak pedig még m-a k gyözelem hiányzik? 


A problémák korábban is ismertek voltak, de helyes álltalános 
megoldást B. Pascat és P. Fermat adtak 1654-ben. Az említett 
problémákkal Ch. Huyvgens Is megismerkedett, és a megoldásokat a 
, De ratrociniis in inda atege" c. értekezésében rögzílelle, amely 
1657-ben jelent meg. Jelentős eredmények fűződnek 4. Berneutti 
(1654—-17053 munkásságához, aki felismerte, hogy a valószínűség 
számítás jól alkalmazható a természet és társadalom véletlen jelen- 
ségeinek vizsgálatára. Ars conjectandi (A sejtés művészete) c. mű- 
vében a nagy számok törvénye 15 megfogalmazásra került. 

A 18. században A. de Moivrée (1607—-1754), Th. Baves (1702— 
L754) G.L L. Buffon (1707—-1 788), 7. £. Lagranpe (1735—1I813) és 
mások bővitik a valószínűségszámítást ú eredményekkel. 

A valószínűségszámítás klasszikus elméletét A. S. Laplace [oy- 
lalta össze. Abban az időben a valószínűséget, a kedvező esetek és 
az összes esetek számának hányadosaként definiálták, amely csak 
az ún, , egyenlően valószínű" csetekre teljesül. 


É r Led r v 3 ] Li 
B. annak valószínűsége, hogy cgy kockával város számot dobunk rni művel 


a kedvező csctek a 2, 4. 5, vagyis három, az összes esel pedim 1, 2, 3, 4, 5, §. azaz 
hat. 


1. Bevezetés [8 


A 19. század elejétől a valószínűségszámítás igen gyors fejlő- 
désnek indult 5. 5. Potsson (1781-1840), X. FF, Gauss (1777— 
ií8559, P.L. Csebtsev (1821—1894) munkássága következtében. 
A valészínűségszámítás töretlen fejlődését akadályozta az egzaki 
matematikai mégalapozottságának hiánya. A valószínűségszámílás 
malematikal megalapozásával foglalkoztak a 20. században pl. 
Sz. AV. Bernstetn (1860—19691 és R. Mises (1883—1953), azonban 
modern elméletét A. V. Kolmogorov dolgozta ki. Kolrnogerov E. 
Borelnek (1871-1950). Jordán Károlynak (1871--1959) és mások- 
nak az eredményeit lovábbleilesztve, a halmaz- és mértékelméletre 
alapozva 1933-ban alkotta meg a valószínüségszámítás axiomatikus 
elméletét. Xalmogarov elmélete elősegítette a valószínűségszámítás 
ugrásszerű Fejlődését, mivel megszüntette azt a bizonytalanságot, 
ant az alapok lisztázallansága okozott. Munkásságál követően a 
valószínűségszámítás feladalának megfogalmazása is módosult. 

A valószínűségszámítás feladata olyan mérték bevezetése, amely 
a bizonytalanságot numerikusan méri, s erre alapozva olyan mate- 
matikai módszerek kidolgozása, amelyekkel bizonyos csemények 
(véletlen tömegjelenségek) valószínűsége kiszárnítható. 

A továbbiakban kísérletnek nevezzük az olyan lömegjelenség 
megtigyelését, amelynek lefolyása a véletlentől függ. A kisérlet 
különböző Aimenetelett a megfigyelés szempontjából kiválasztott 
mennyiség ii. a kisérlet eredményen jellemző információ megkü- 
lönböztlethető értékei alkotják, 

FI. egy kocka A-szeri leldobásánál megfigyeljük hányszor dobunk páros számot, 
cgy célgépen a gyártandó alkarrész. méreteinek beállítása mán megfigyeljük az 
elkészült alkatrészek lényleges mérelcvit. 

Gyakran bizonyos fellételek által meghatározott korlátokkal, mate- 
matikat eszközökkel leírt jelenség, ún. modell megzfigyelését végez- 
zük, s a modell megfigyelése alapján következtetünk a modell jósá- 
gára. Általában két alapvető modellt különböztetünk meg: a deter- 
minisztikus és a nem-determiniszrikus vagy sztochasztikus modellt. 

Determinisztikus modelinek nevezzük azt, amelynél a megfi- 
gyelés szempontjából kiválasztatt feltételek egyértelműen meghatá- 
rozzák az eredményt. Ezzel összhangban egy jelenségről is azt 
mondjuk, hogy determinisztikus, ha azonos feltételek megléte cse- 
tén a jelenség mmdig ugyanúgy tálszódik ic és szükségszerűen 
bekövetkezik, 


720 VALÓSZÍNÚSEGSZAMÍTAS 


ee——ur mar r-t r—i e .......—7.———uuörnkeee ee ee me TNM T MITET Tekla tn — 


sztochasztikus modellnek pedig azt nevezzük. amelynél a meg- 
figyelt feltételek alapján nem lehet egyértelmüen meghatározni a 
kísérlet kimenetelét. Egy jelenségről is azt mondjuk, hogy véletten- 
szerű vagy sztochasztikus, ha a figyelembe vehető feltételek nem 
határozzák meg egyértelműen a jelenség kimenetelét. lermészete- 
sen ez nem azl jelent, hogy a jelenségnek nem lennének meg az 
okai, hanem csak azt, hogy nem ismerjük az okok összességét, 
vagy cgyes okokat nem veszünk figyelembe vizsgálataink során, 
A valószínűségszámítás témakörében végzett vizsgálatokhoz szto- 
chasztikus modellt alkalmazunk. 

EL. egy szabályos pénzérme feldobásakor a ,fCj" vagy írás" eredményt meg tud 
nánk mondani, ha e jelenséggel kapcsolalos összes befolyásoló tényezőt számításba 
vennénk, azaz ha figyelembe vennénk a feldobás előtti helyzetét, a dohás magasságát, a 
pörgés gyorsaságát stb. Ha viszont csak azt vesszük figyelembe, hogy a pénzérmét 
feldobtuk, és az eredményt befolyásoló tényezőket nem, akkor a dobás eredménye 
véletlenszerűen Iwhet ,fejő vagy írás", A pénzérme feldobás kisérletét elegendő 
sokszor megismételve azt tapasztaljuk, hogy közci fele arányban lesz ,.fejő, all. , írás. 


Ezt úgy mondjuk, hogy 2 valószínűséggel lesz a dobás kimenetele , fej vagy , Írás . 


1.2. Esemény, eseménytér 


ML nevezünk eseménynek, eseménytémek? 

Ebben a szakaszban felhasználjuk a halmazelmélet eleri Isme- 
releit, a halmazok egyesítésének és a metszet képzésének művele- 
teit, valamint a kiegészítő halmaz képzésének műveletét. 

Kísérletek végrehajtása ill. jelenségek megfigyelése előtt mindig 
meg kell határoznunk, hogy mit tekintünk lehetséges kimenctelnek. 
Általában feltesszük, hogy a lehetséges kimenetelek halmaza min- 
den kísérlettel kapcsolatban megadható. 


Definíció. Egy kisérlet egyes megkülönböztethető véletlentől füg- 
cö, lehetséges kimenelelcit (a megfigyelés eredményeit), elemi €sé- 
ménynek, az clemi események összességét, halmazát pedig esemény- 
térnek nevezzük. Az eseménytér bármely részhalmazái esemény- 
nek nevezzük. Egy A csemény elemi esemény, ha nem állílható elő 
tőle különböző események összegeként. 


Az eseményteret jelöljük 0-val, az elemi eseményeket pedig az. 
ábécé többi indexes vagy index nélküli dölt nagybetűivel. A 4 
helyett szokásos jelölés a görög nagy omega, azaz £2 . 
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Egy kocka feldobásával végzett kísérletnél hat clermi cseményt különböztetünk 
meg, éspedig a kocka felülre kerülő lapján megszámlált pontok száma alapján. A hat 
elérni esemény tehát Aj, Az. Az. Au. As, Ap, amelyek az 1, 2. 3. 4. 5 és 6-os 
dobásnak felelnek meg, és így az elemi csömények 0-val jelölt escménytere: 

0-4, An, Az, Aa As, Ag kh Ill 0—-ÍL 23456 


halmazzai adhaló mig. 


A (! cseménytér valamely részhalmazát, azaz bizonyos kimene- 
telek összességét, amelyek bekövetkezése a kérdéses csemény be- 
kövelkezésél vonja maga után, az eseménnyel azonosítjuk. 

Legyen pl. A a páratlan pontszámok, H a páros pontszámok és C a prímszámok 
dobásának cscményc, akkor ezen cseményeket rendre 1L.3.5£ 2.4.6j és 2.3, 51 
halmazok jelölik, azaz 

Az il35j. §-T2a6b. cef3at. 
tehát az A, 8 és C események a  — 1L.2.3, d.5.6t cseménytér részhalmaza, azaz 
Ach árt Tat. 
Ha pl. a kísérlet kimenetele I, 3 vagy 5, akkor azt mondjuk, hogy az A esemény 


bekövelkezett, A 8 esemény bekövetkezik, ha a 2. 4, 6 számok közül bármelyiket 
dobjuk. és a € csctnérny bekövetkezik, ha a 2, 3, 5 számok közül bármelyiket dobjuk. 


Valamely kísérletnél biztos csemény az, amely a kísérlet során 
minden csetben bekövetkezik, jele: 7, (szokás £-val is jelölni); 
lehetetlen esemény pedig az, amely a kísérlet során sohasem kö- 
vetkezhet be, jele: 3. A § teljes cseménytér a biztos eseménynek 
(elel meg. hiszen az összes élem: cseménytl tarlalmazza, az MD üres 
halmaz az cseménytér egyetlen clemét sem larlalmazza, ezért 
akármilyen kimenctele van a kísérletnek a fő esemény nem követ- 
kezhet be, 

A 6 elemből álló cseménytérnek a biztos és a lehetetlen cséményt is számbavéve 
2" részhalmaza van. 

Jelölje 5 a páros vagy príraszátnok dobásának cseményét. A D csemény bekövet- 
kezik, haa 2, 4, 6 vagy a 2. 3. 5 clemmi csemények valamelyike bekövetkezik. azaz. 


ha a 8 vagy a C esemény bekövetkezik, tehát a D esemény a $0C halmazműve- 
tettel adható meg; 


D-8B0C7-(2.3.4.5.6) 


A és B csemény összege tehát az az esemény, amcly akkor kö- 
vetkezik be, ha A és 8 esemény közül iegalább az egyik bekö- 
veikezik. 
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Jelölje § a páratlan prímszámok dobásának cseményét. akkor az £ csemény az A 
és € halmazok metszele, azaz 
R-tnort5k 


A és B escmény szorzata tehát az az csemény, amely akkar kö- 
vetkezik be. ha az A és 8 események mindegyike bekövetkezik. 


Definíció. Egy A csemény komplementere (ellentéte) jele: A 
folv.: á felülvonás;, az az esemény, amely akkor és csak akkor 
következik be, ha A nem következik be. A csemény ichál az A 
ellentett eseménye. 

DP. azt az cseményt, hogy nem dobunk prírnszámot a € halmaznak a é teljes hal- 
mazra vonatkozó C (olv.: c felülvonási komplementerével fejezhetjük ki, azaz 


c - HL, a, 6] 


A páratlan és a páros számok dobása egyidejűleg nem következ- 
het be. az A és B diszjunkt halmazok, ezért az Ac5 ürcs hal- 
miaz, lehetetlen csemény, azaz 


AcaB-t. 


Definíció, Két eseményt akkor mondunk egyenlőnek, ha bármelyik 
bekövetkezése maga után vonja a másik csemény bekövetkezését IS. 


Összefoglalva: eseményeknek a G halmaz részhalmazait tekinl- 
jük, ill. azzal azonosítjuk. kehetetlen esemény az, amely soha nem 
következhet be, biztos esermérry pedig az, amely mindig bekövetke- 
zik. Az A elemi esemény, ha nem lehetetlen esemény és ném bDonl- 
ható fel A-tól különböző események összegére. Az A összetett és€- 
mény ha legalább két, tőle független esemény összegeként állítható 
elő. Egy kísérlet ? halmazát esemérnytérnek nevezzük, ha () minden 
eleme a kísérlet egy lehetséges kimenetelét jelöli, és a kísérlet bár- 
meiy végrehaltása során a megfigyelt kimenelei € ponlósan égy 
elemének felel meg. 

Azokat az eseményeket, amelyekről a kísérlet eredményébői 
egyértelműen eldönthető a bekövetkezésük vagy nem bekövetkezé- 
sük, megfigyelhető eseményeknek mondjuk. 


FL. a teljesen egyforma kocka feldobásával végzett kisérletsorozatnál a 645 do 
bás, azaz 11 összeg dobásának eseraényc egyértelműen megfigyelhető, dé azi nem 
tudjuk eldöntemi, megfigyelni, hogy melyik kockával dobtuk a 6-osi és melyikkel az 
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5-Öst. Igy a nem megkülönböztethető két kocka feldobásával végzett kísérlet lehet- 
séges kimenctelcinek száma 30, azaz 


O-K.D.(L.2).....(L 6 (21.22... (2.6)... (6.D(6.D...tő,6 


1 ,2.1. Műveletek eseményekkel 


Egy kisérlet eseményeire alkalmazva a halmazműveleteket, miként 
azt az előző pontban példákkal szemléltettük, új eseményeket hoz- 
hatunk létre. Ebben a ponmban a halmazműveleteknek megfelelő, — 
a valószínűségszámításban általánosan elfogadott — az elemi malc- 
malikában használt műveleti jelekkel definiáljuk az cseményekre 
vonatkozó műveleteket. 


Legyen A és 8 két escmény, akkor ezen események 

aj Au B vel, ill. 4-8 -vel jelölt összegén azt az eseményt 
értjük, hogy az 4 vagy B esemény közül legalább az cgyik bekö- 
veikezik; 

FI. 12hof231—f 23 


b) Arm ő -vel, III. A5-vel Ül. A -8-veh jelölt szorzata az az 
csemény, hogy mind az A mind a 8 csemény, azaz mindegyik be- 
következik; 


PI. B.2ir 123112 


c) BC, all. 8—C különbség az az csemény, amely akkor kö- 
vetkezik be, ha a 8 esemény hekövetkezik, de a C nem; 


e doh zat ik 


E. definíció értelmében Bszí(2 4.64 és C—[2.3.5) kockadobás eseményeinek 
B-C - Ído6j különbségét, B-nek és € ellentett eserményének szorzataként ís detini- 
álhatjmuk. PA. 

BSC-BnC zádőln461—-tHőt 


Megjegyzés 


Az cscmények összetett kifejezésében előforduló zárójeles ese- 
ménykülönbségek általában nem kezelhetők az elemi algebra sza- 
bályai szerint. 
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PL 4Ar(8B—Ci (At BC, 14A—Cy4 B állalában nem egyenlők, ugyanakkor 
az A—r B4€1—-r4A-—-BI—C egyenlőség mindig teljesül. 

PI. jelentse 8 a kettővel osztható szám dobását. € pedig a háromnál nagyabb 
szám dohását. Ekkor BXC a háromnál nem nagyobb páros szám dobásat jelenti. 
azaz a kettes Szárnot, 


Annak jelölésére, hogy az A csemény mega után vonja a B ese- 
mény bekövetkezését A z B szimbólumot használjuk, amely ekvi- 


valens az A: B— A, till. 44857 B kifejezésekkel. 


Definíció. Az A és B eseményeket egymást kizáróknak nevezzük. 
ha egyszerre nem kövelkezhelnek be, azaz ha szorzatuk a lehctel- 
len esemény, vagyis Arm B s fd, 


PI. azáA és A tgymást kizáró csemények. 


Definíció. Legyen Aj, As, ....An. Az 0 (k—I.2.....A) az es5e- 


ci FI 1 
mények olyan halmaza, amelyre AjAjzió (jzl2...m; 
iz ff) és ARA tor A, s? teljesül, azaz összegük funtójuk) a 


biztos esemény és páronkénti szorzatuk (metszetük) a lehetetlen 
esemény. Ekkor a 


2714 Aa... Ani 


escményhalmazt teljes eseményrendszernek nevezzük. 


A teljes eseményrendszer csöményei közül — a definíció értelmé- 
ben, az cseményekre vonalkozó kísérlet során — mindig egy €56- 
mény következik he, és nem több. 


Pi. Legyen A az az esemény, hogy a kockával 4-nél kisebb számot, B pedig az. 
hogy 3-nál nagyobb számot dobunk, akkor a 47 lati eljes esentényrenmdszet, 
közülük legalább az egyik mindig bekövetkezik. azaz A15-! és cgymást kizáró 
események, azaz Am B lő. 


Megjégyzések 


I. Az cseményekre definiált műveletek műveleti jeleit a valószí- 
nűségszámítás térnakörében az algebrában használt műveleti jelek- 
kel szokás helyettesíteni és azt mondjuk, hogy cgy kísérlet cse- 
ményhalmazához tartozó események a bevezetett miűvcletekkel 
cseményalgebrát alkotnak. 


f.2.1. Műveletek eseményekkel 75 





Könnyen belátható, hogy az éseményalgebra műveleti szabályai 
a nalmazelmélet műveleti szabályainak felelnek meg, s így a hal- 
mazalgebrai azonosságokkal azonosak az ceseményalgebrali AZUnOs- 
ságok. Legyenek A, §5. € tetszőleges események, akkor fennállnak 
az alábbi azonosságok: 


a11.4rFA—- ÁÁ 
2.435 §H—R-áxÁ (az összeadás kommutatív) 
3. A1(B4rCO)-(A5B5B)tC (az összeadás asszociatív] 
Hi]. 44— A (a szorzás idemmtens) 
2. AB — BA (a szorzás kormmutatív) 


3. ABC) (ABC — ARC 
cYI.4A4A—I, ill. AFA-0 

2. At6— A 

3. A--f —7, ili. 44-00 
Hd1.44-A 

2. AM 

3. Af -— A, III. 47— A 
el 1. A(B40)z ABArAC 

2. 4AtHCO5Sz(ArBUYÁTRCO) disztributív törvénye) 
De Morgan féle szabályok: Ha A és § események komple- 

menlerei A és B. akkor 
A3B-A.B; ABSAGB, 


azaz események összegének ellentettje az egyes események ellen- 
tettjének szorzatával, és események szorzatának ellentettje az ése- 
mények ellentettjének összegével egyenlő. 


(a SZOTZÁS asszociatív) 


(A szorzás és összeadás két 


2. Tetszőleges elemekből álló halmazt, amelyben két kétváltozós 
művelet A--d? és AB, valamint egy egyváltozós művelet A van ér- 
telmezve, továbbá van egy kitüntetett f eleme (f —7 1, és az ele- 
mek eleget lesznek az a)—e) axiámáknak Boole-algebrának nevez- 
zük (George Boole (1815-1864) angol matematikus és filozófus). 
A halmazok és az események lehát ugyanannak az algebrának. a 
Boole-algebrának tesznek cleget. 
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Példák 

1. Egy gáztttbina működik, ha a hozza csallakozú három cső bármelyikén áramlik 
sáz. Az cscményalgebral azonosságok felhasználásával trjuk le a következő ESEITIG- 
nyeket, ha Ap, A, Az esemény jelenti azt, hogy az E., 2.. ill. 3. csüvön áramlik gáz: 

eb a turbina nem kap gázt, 

bi legalább cgy cső hibás, 

eb pontosat két cső hibátlan. 
Megoldás 

d] Azt az eseményt. hogy legalánb egy csövön árarnhik gáz a három esemény Ösz- 
sszege fejezi kir Apt A; FA; AZt, hogy a turbina nein kap gázt, ennek ellentett 
cseménye fejezi ki, azaz 

Ap TF Áa TF Az. 
b) A icszalább egy cső hibás esemény azt jelenti. hogy vagy az 1. vagy a 2. vagy at 


4. csű hibás. Üzt az sseményt pl. a e Morgan-szabály ismételt alkalmazásával 
adhatjuk meg: 


A k rő k Ász z Aj4zAz. 

ch A pontosan két csö hibátlan esemény azt jelenti, hogy vagy az 1. cső hibás és a 
rnásik kettő hibátlan ( A A As esemény), vagy a 2. hibás és a másik kettő hibátlan 
(A Aa A, cseményi, vagy a 3. hibás és a másik kettő hibátlan ( AA: Az esemény) ús 
így a pontosan két cső líibátlan cseményt a hár csemény összege adja: 

ÁArÁz Az F AjAa áz H Aja Az. 

2, Egy üzemben a raktárból pros szalagon 15 és zöld szalason 15 beszállílnatá az 

alkatrész. Azl az eseményt, hogy egy adott műszakban van beszallítás a piros 


szalagon jelöljük 4-val. azt pedig, hogy a zöld szalagon van beszállítás §-vel. 
szavakkal fejezzük ki a következő eseményeket: 


a) AB; bi A4H; eb B; 
d) 8— A, el AB; A AB: 
8) AA B. h] AB. H AB4AR. 


Megoldás 
ea) Mindkét szalagot van boszúllítás; 
b! Legalább az egyik szalagon van beszállítás; 


ed A zöld szalagon nincs beszállítás, dé a piros szalagon lehet, hagy van, de az 15 
lehet, hogy nincs; 


db A züld szalagon van heszállítás, de a piroson nincs; 


e, A piros szalagon mincs, de a zöld szalagon ugyanakkor van beszállítás; 
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fi Az biztos, hogy tninüdkét szalaron nérn lölyik beszállítás, lehet, hogy egyiken 
isen, vagy egyiken sert; 


s) Egyik szalagon sem fülyik beszállítás; 


A] Egyik szalagon sen Folyik beszállítás A4$§- AR ); 

is vagy mindkét szalagon van beszállítás vagy egyiken sImcs. 

3, Egymás után kélszer feldobtunk egy kockát Azt az eseményt, hogy ax első 
dobás pontszáma páros, jejölje A. azt, hogy a indsodik dobás páros, pedig 8. Legyen 
(az az csomény, hogy a két szám szorzata páros, D pedig az az esemény, hogy 
szorzatuk páratlan, Adjuk meg a €. és h) eseményt az A és B eseményekkel, 
Megerdás 

Minthogy kél szám szorzata nürelig páros, ha legalább az egyik szám páros, Czért 
c - Ar B. Két száen szorzata csak akkor páratlan szám, ha smirngkét szárn páratlan. 
ami az A-nak is és 5-nek ís az ellentelt cseményeként áll ció, tehát 2 előállításához 


alkalmazhatjuk a De Morcan-szahályt: Db-0-A4B-Á B. 


1.3. A valószínüség és axiómái 


Az escményalgcbrában láttuk, hogy egy kisérielet megadhatunk a 
kisérlet lehetséges kimeneteleinek §? halmazával, azaz az csce- 
ménytérrel. Az eseménytér részhalmazaira előírt műveletekkel 
eseményalgebrat alkottunk és így azt matematikailag kezelhetővé 
tettük. Most azt fogjuk megvizsgálni, hogy valamely kisérlet során 
miként lehet cgy A csémény bekövetkezésének csélyét, valószínű: 
ségél égy valós számmal megadni. 


1.3.1. Gyakoriság, relatív gyakoriság 


Egy A esemény bekövetkezésének esélyére akkor nyerhetünk meg- 
bízható információt, ha az A-ra vonatkozó kísérietei sokszor meg- 
ismételjük, és megfigyeljük, hogy az A csemény hányszor KÖvelke- 
zell he. Tegyük fel, hogy egy n-szer elvégzett kísérletnél az A öse- 
mény £-szor következett be (Ú£k En. A k számot az A esemény 
gyakoriságának nevezzük. 

Az n-szer elvégzett kísérletben az A bekövelkezésének arányát a 


k 7 a a [uj uj K ez az T [S 
— szám fejezi ki. A — számot az A csemény relativ gyakorisá- 
Ft Ft 
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gának ncvezzük és £4-val jelöljük. Mivel az A bekövetkezésére 
csak k— ő), I, 2, .... n, jöhet számításba, ezért 
k , 
05£— 51 (1 
H 
egyenlőtlenség teljesül a relatív gyakorlságra. 

A kísérletet ismételten sokszor elvégezve azt lapaszlalhatjuk, 
hogy a relatív gyakoriság egy bizonyos szám körül ingadozik, és ez 
az ingadozás az ! növekedésével egyre kisebb, viszonylagos stabi- 
litása tigyelhető meg. 

Definíció, Ázt a számértéket, amely körül valamely A esemény 
relatív gyakoriságának ingadozása viszonylagos stabilitást mutat. 
az. csemény valószínűségének nevezzük és F(A)-val jelöljük. 


Minthogy mindén (-ba tartozó A eseményhez hozzárendelhe- 
tünk egy az előbbiek szerint értelmezett valós számot, ezért azt 
mondjuk, hogy definiálható cgy P függvény, amelynek P(ÁA) he- 
lyettesítési értéke adja az A esemény valószínűségét. A relatív gya- 
koriság (1) egyenlőtlensége alapján az A esemény valószínűségére 
is teljesül a 


OS PIÁJSI 


egyenlőtlenség, Ha az A a bizlos esemény, azaz f akkor £—n, 
tehát a relatív gyakoriság értéke ebben az cselben 1, így 
P(ph- PI) 51, és a lehetetlen eseményre k—ü, tehát a relatív 
gyakoriság ebben az esetben 0, így a lehetetlen esemény valószínű- 
sége P((g)-ü. 

Legyenek Aj, Aa, ... Ay egymást páronként kizáró események, 
akkor 

kKagágbrá, TKap tha, bee TÁA a 

ezérl 





kajkásbotán (KA a K 4 k a 


B AjFAa b. ká 7 §1 F Fi fi 


amelyből következik, hogy 
P(Ap Azt... A] P(Aj)] 4 PrAg) 4.4 P(A,). 
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Mivel a € eseménytér A eseményének valószínűsége az a PrÁA) 
valós szám, amely körül a relatív gyakoriság ingadozik, ezért elfo- 
gadhatjuk, hogy a relatív gyakoriságra vonatkozó tulajdonságok az 
esemény valószínűségére 18 érvényesek, melynek matematikai meg- 
fogalmazását a következő pontban adjuk meg. 

Félda 

Dohjunk Icl két szabályos kockát. Mennyi annak a valószínűsége, hogy a dobott 

pontszámok összege 5? 


Megoldás 

Az elerni csemények száma 36. mivel az egyik kocka minden lapjához a másik 
kocka hat lapja társulhat, Az elerm csérnényék közül az 5-ös dobás A cseménye: 
id, 23. 3.2. d. 1 dobuisokkal következik be, Mivel ezek az elemi események egyén- 
lően valószínűek, valamint £k—d és r—36, így az A cscmény valószínűsége: 


1.5.2. A valószínűség matematikai logalma 


A  kisérlelek credményelhez, azaz az csemények mindegyikéhez 
cgy valós szárnol rendelünk, vagyis a nem üres 2 halmazon meg- 
határozunk egy valás értékü P függvényt A §-t valószínűségi 
függvénynek, P(ÁAi-t pedig az A C (1 csemény valószínűségének 
nevezzük, ha teljesülnek az alábbi axiúmák: 
I. Minden A c £ eseményre 
OZ F(A) El, 

azaz F(Ai nemnegatív. egynél nem nagyobb valós szám; más 
szóval minden esemény valószínűsége 0 és Í között van; 


II. Poe) z], 
azaz a biztos esemény valószínüsége L; 
III. Ha A és § egymást kizáró események, vagyis 4. B—fő, 
akkor 
RA a B)- P(Ah- Pi B), 


azaz az egymást kizáró események összegének valószínűsége 
egyenlő ezen események valószínűségemek összegével. 
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EV. Ha az Ap, Az, cs Ala - egymás! páronként kizáró események 
sorozata. azaz A; Aj za, ha (7, akkor 
PIÁAp 4 Aa P.H Ág T.J z PEAIA PT Ág. EPE Á JT... 


Ezeket az axiómákat a valószínűség Kelmogorov-féle axtórmtát- 
rak nevezzük. 


Megjegyzés 

Ha a 0 eseménytér véges, akkor a IV. axióma felesleges. 

Az axiómákból a valószínűségszámítás matcmatikai elmélete 
tisztán matematikai eszközökkel kidolgozható. Ennek szemlélteté- 
sére néhány fontosabb tételt — bizonyítással együtt — isrmertetünk. 

1. Tétel. Ha € az üres halmaz, akkor P((2)—ü. 


TI. legyen A egy tetszőleges halmaz, akkor az. A és 6 diszjunkt 
halmazok és Au — A. A Lil. axióma alapján 


PA) P(Ar7)- PA Pr), 
s ez csak a (2) 0 esetén állhal lenn, vagyis a feftetetlet €5€- 
mény valószínűsége Ü. 
2. Tétel. Ha az Aj, As. .... A, események egymást páronkénti kizár- 
ják, azaz A; Aj zí7 ha ré 7, akkor 
P(Ap A Aa 4... 4, P(Ap at BiAni rt... BT Á, ). 


Ui. a ÍM. axióma c tétel a -— 2 -nek megfelelő esete, így azt fel- 
használva a tételt teljes indukcióval igazolhatjuk. 


3. Tétel, Ha A az A esemény komplementere (cHentetije) akkor 
P(A)-1—P(A). 
Ui. az A és A cgymást kizáró események, és 9-4 A, tehát a 
II. és a IL axlóma szerint 
1- P(OJ-P(ATAJEP(AJHP(A), 


amiből a P(A)-1- P(A) következik. 


1.3.2. A valószínűség matematikai fogalma 3! 
4. Tétel. Ha 4c B, akkor PfA) sz P(B). 

UI. a 4 eseménytér A és BA (2. ábrai eseményei egymást köl- 
csönösör kizárják, továbbá 5—4A-(RA A). Így a III. axióma szerint: 
P(BY- P(TAJA- P(B VAI. 

Mivel RPCBAA)zú, ezért a PRAJZ P(B) egyenlőtlenség telje- 
sül. ha 4z B. 





Z.öbra. AcH 3. dbrrn A Ber AB 


5. Tétel. Ha A és B két tetszőleges esemény, akkor 
PAN B1- PfA)— P(A- B). 

UI. a € eseménytér AB és A-A (3. ábra) cseményei egymást 
kölcsönösen kizárják, továbbá A—(A4B)-á-(4A- B). így a III. axi- 
áma szerint 

PAP PY(ÁN B14 PIA: B), 
amelyből már állításunk következik. 


6. Tétel. Ha A és 8 két tetszőleges esemény, akkor 

PA B) - F(A)a PB) F(A- B), (9) 
azaz két tetszüleges esemény összegének valószínűségét megkap- 
juk, ha együttes bekövetkezésük valószínűségét kivonjuk a két 
esemény valószínűségének összegéből. 

Ui. a € cseménytér A4 B és B (4. ábra) eseményei egymást köl- 
csönösen kizárják, továbbá 445—(A4B)-4 B. így a IIL axióma 
és az 5. tétel felhasználásával: 

POA: BIE PIA 813 P(B)—- P(4—- BA. B) P(B), 
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amelyből állításunk már következik. A (£) formula annak valószi- 
nűségét adja, hogy a két tetszőleges esemény közül legalább az 
egyik bekövetkezik. 





4 ára, AM és AB a. ábra. Események égyexítére 


Következmény. Ha A, B és C tetszöleges események (5. ábra) akkor 
PA HUC JA 
-PB(AMV PB PC I—T( ACB IB ASCÓH BOC KHPOTÁANBOL 
Ui. legyen D- BC, akkor 
An D5-ÁAr(RUOCOCI slAr BJUTÁMNÚ]) ÉS 
PAGDP(Ac BY P(AOl—RáAn Bo Aántl) 
- P(AcBr RA) BAr Hol). 
Tehát P(A3B4C)- PAT DIZIHALA PIN — PA 1) 
—P(A) 4P(B)-P(C) -P(BC)—[DCAuB) 4 P(AC)-P(A-B.C [7 
z PA) PCB) 4 P(CY-P(BOCI-P(AB-P(ACJAPT AB 0). 
Púlda 
Igazoljuk, hogy MAr H)-l- PA B). ha A és § két tetszöleges esemérly. 


Megaldás 
A De Morgan szabály szerini A-B s A4-B, ebből következik. hogy A.B és A4B 


ellentett események, Az ellentett események valószínűségeinek üsszege l, azaz 


PIA Br PrA4 8) —1 , melybőta PArR)-1- P(A - 8) állítás következik. 
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1.4. Valószínűségi mezők 


Hogyan számítjuk ki cgy A összetett esemény valószínűségét? 

Legyen 0 —dA,4o,.... An egy teljes eseményrendszer. Tegyük 
fel, hogy Ismerjük mindegyik A; elemi esemény P(A;) valószínű- 
ségét, amelyet jelöljünk p; -vel, azaz 

BEA EP. 

AZ At. An... A, eseményeket a hozzájuk tartozó Pp; 
(z7-l,2,....rj) valószínűségekkel cgyütl valószínűségi mezőnek 
nevezzük. 

A valószínűségi mezőt az előbbiekhez hasonlóan definiáljuk 
akkor ís, ha a leljes cseményrendszer nem véges, de megszármlál- 
hatóan végtelen cscményekből áll. Ekkor végrefen valószínűségi 
mezőról beszélünk. 

Egy A összetett esemény valószínűségét Is könnyen ki tudjuk 
számítani. ha előállítható a 0-ból vett események összegeként, 
ugyanis ekkor az A valószínűségét az öt előállító események való- 
szinűségelmmek összege adja, Ha pl. Az Aj 4 As 4 Az, akkor 

BAJBA IATA HAT A) ppA Pb Pa: 
mivel Aj, Aa, Az a € leljes rendszer elemei, lchát páronként ki- 
zárják egymást, és így alkalmazható a IV. axióma. 
Példák 

4, Három pénzérme ismételt feldobásakor figyeljük meg a Ae; dohások számát 
Mi lesz a € esernénytér és a valószínűségi mesü? 

Megoldas 

Az üseménytér. § - 10, L, 2, 3), és a lehetséges csétek száma B (7 a fej, If az Írás). 
Mulla hej dobásának cserménye lazaz 3 Írás dobás cseménye) t-szer következhet be, 


egy lej dobásának cseménye 3-szor következlet be, két Jeg dobásának eseménye 3- 
szor következhet be stb. ; 


EEÉEP FFI SI EIB IEFEIET ÉT FW FITT 


A megfelelő valószínűségi mező. €) és 


l va 3 A l 
— Fid), ny; zT(1-—, n, — P(2j-—, — Ffd1—- 2. 
Bun (41) godn (l gp? (2) gs (3) a 
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(Vegyük észre, hogy a valószínűségek nemnegatív valós számok és összegük; 1, az- 
ll 3 3 1] 

az 51—17-1——]. 

az gtgtgtge 


A legalább egy fej dobása legyen A esemény, és a mindhárom érmével fejet 
dobunk vary egyetlen fejet sem dobunk esemény legyet 5, azaz 


a — f.2.35 és 8— 0.31 


Az A csemény valószínűsége a definició széríttt; 


3 3. il 7 

fesz "a IZ — - il —— o — , 

FÁA)— PR(lh-r Pr2)- F(3) 3 k § - ZR 
PF Hy Pr) P(3)-112 2-1 
Malé RB 8 4 


2. Robin, Balázs és Miklós futóversenyen vesznek részt, Kobin nyerési csélye 
kétszerese Balázsénak, és Balázs nyerési esélye kétszerese Miklósérnak. si annak a 
valószínűsége, hogy Balázs vagy Miklós nyeri a versenyt? 

Megoldás 

Miklós nyerési valószínűségét jelölje P(AMfi- p. akkor Balázs nyerési valószi- 
nüsége F(81—2y. és Robin nyerési valószínűsége: 

PR1—-2R81(BY—2-3p-dn. 


Az összes elemi esemény leljles eseményrendszert alkot, a valószínűségek Üsz- 
szege 1. ezert 


pt2iptápzi, 
amiből 
5-1 
ulsslt, É 
s Így 
pPur-4p-2. PrR)-2p-i: PIM-p-l 
uléznlrÉ Pp 7" p-T 
Balázs vagy Miklós nyerési valószínűsége pedig, mivel egymást kizáró események; 
PÁBM h z P(B)4 PIM) -5 - 5. 


1.4.1. Klasszikus valószínűségi mező 


A. gyakorlati feladatok megoldása szempontjából fontosak azok a 
valószínűségi mezők, amelyeknél az egyes események valószínű- 
ségei egyenlők. Ha egy A esemény előállítható egyenlő valószínű- 
ségű események összegeként, akkor az A valószínűsége egyszerűen 
kiszámítható. 
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Definíció. Ha egy véges sok elemi eseményből álló £ cseménytér 
minden eseményéhez egyenlő valószínűség tartozik, azaz az es0- 
mények egyenlően valószínűek, akkor egyenlő valószínűségi me- 
zőről, más szóval klasszikus valószínűségi mezőről beszélünk. 


[dj [dj er r r kh . ] a Az Ja 
Ha § n elemi eseményből áll, és ezek mindegyike — valószínű- 
Ft 
ségü, akkor egy £ számú elemi cscményt tartalmazó A esemény 
d 7 ret fi k a 
valószínűsége K-— szé, azaz 
HA 


A elemeinek száma 


P(A ze. 
LA) €4 elemeinek szárna 


Ez a kéret a F(A) kiszámítására csak egyenlő valószínűségi 


mező esetén használhaló. Az A esemény kimeneteleit kedvező 
eseteknek szoktuk nevezni és a lenti kértetet így írjuk fel: 


P(A) — a kedvező esetek szára 
az összes csel száma 


Megjegyzés 
Ha a DztAj. An... Au] teljes rendszer eseményei egyenlően 


valószínűek, akkor nyilvánvaló, hogy PA), (s 1.2...., rni, 
H 


hiszen 
PCApr P(An)a 4 P(AjJ-] 
ÉS 
PCAu SEA) —...—P(A,)-p. 
tehát 


1 
nn7-l azaz p5--t. 
n 


1.4.2. Kombinatórikai összefoglaló 


A klasszikus valószínűségi mező eséménycinek valószínűségei 
általában kombinatorikus módszerekkel számíthatók ki. A kom- 
tinatorika alapfogalmarval kapcsolatos számítási formulákat Bizo- 
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MAGAT NK N Kleine tásétntákstáttsenelttásanltt ásás étáneő 
nyílások nélkül felsoroljuk. mivel a továbbiakban többször felhasz- 
nálásra kerülnek. Részletesebb ismertelésük az irodalomjtgyzék 
könyveiben található meg. 


A) Permutáció 


xy n különböző elem különböző sorrendjének, azaz rt elem per- 
mutációinak száma: 


Fa sm. 
ahol n1—1-2.3-...(r—1)-rt folv. cn laktortális d; (017 1: 11— 1). 


Pelda 

Hány hatjegyü szám képezhető a 0. 2. 3. d, 5, 8 számjegyekből" 
Megoldás 

Ila a Ó-val kezdődő számot nem tekintjük hatjegyűnek, akkor § elém 
B. -61-1-2-3-4-5.6—- 720 permulációinak számából ie kell vanni a Ú-val kcz- 
dödő permulációk számát, melynek száma annyi, amennyi az utána álló 2 légy 
permutációinak száma: Pf; —51- 120 . Tehát a 0. 2. 3. 4. 5. 8 számjegyekből KéÉpez- 
hető hattogyű szárnok szarna: 

720—-128—0(4 . 


bh Ha az adott a elem között kr, Kka,.... K, db megegyező van. 
akkor az összes lehetséges elrendezést At elem ismétléses permutá- 
cióinak száma adja: 

pinekzeseko) GT 
rkol...Kel 

ahol kp-Hkab...4-K, Én. 
Példa 

Hány permutáció képezhető a MATEMATIKA szó betűiből? 


Megotzkis 


Az elemek (betük) száma 10), de isméllüdő elemek ís vannak: az M kétszer, az A 
háromszor, a T kétszer fordul elő, tehát 10 clem ismétléses pernmutációinak számát 


kell meghatározni az isméllödő elemek £k,—-2,k,—3 k.— 2 számának figyeclem- 


bevételével: 
píz32 am a. hi! - 3028800 pg. 
JS312EIEILI 24 
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B) Variáció 

a) Ha n különböző elem közül minden leherséges módon kivá- 
lasztunk k elemet s ezek összes permulációit képczzük, akkor meg- 
kapjuk n elem k-ad osztályú variációit, melyeknek száma; 

; : na 
Vak nin -1ln—2)... Ír — (ke Diz 7 (REN) 
Ír k) 


Yet Hi 


Példa 
A COMPACI szú betűiből hány olyan hárombetűs jelsorozat állítható elő. ahol az 
egyes hárombetús jelsorozatban a betük nem tsmeérlődhetmmek? 
Megelelds 
Hal clcm harmadosztályú varjációimak számát keil kiszámítani: 
ál 7 6! 34 5-6 


b) Ha megengedjük, hogy a kiválasztásnál ugyanaz az elem leg- 
feljebb £-szor ismételten kiválasztásra kerüljön, akkor k-ad osztályú 
ismétléses variációról beszélünk, A k-ad osztályú ismétléses vari- 
aciók száma: 

ki I, 
Vox zn" (konis felléphet). 


Példa 
A totóban hány üpposzlopot kell kittlténi a biztos T3. Ell. 15--I találathoz? 


Hdeguldás 
Mivel az l.x.2 elemek bármelyikét elhelyezhetjük a lipposzlop megadott id. 
III. 14 helyére. ezért a különböző módon kiiölthelő tipposzlopok száma 3 elem 
13-ad osztályú, ill. 14-ed osztályú ismétléses variációinak számával egyenlő: 
Vin 391 584323, Víja 73 c d782969. 


€) Kombináció 


a) Ha n különböző elem közül mmden lehetséges módon kivá- 
lasztunk k elemet, de a kiválasztottak sorrendjére nem vagyunk 
tekintettel, akkor n elem k-ad osztályú kombinációit kpjuk, A elem 


MP azdl. 


k-ad osztályú kombinációinak száma: 


e Ezaz ze 601 7) n! 
mek Úk 


—inzpi esem 
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k 


§.i MNNNNNS MENY FENN H1 
ahol ; a binomiális együtthatók szokásos jelölése. 6] 
1011— 1], 
Példa 
A lettőszelvényen 1-tül 90-ig vannak a számok felírva, amelyek közül öt szám 
, eltalálása" szükséges a legnagyobb összeg elnyeréséhez. Hány szelvényt kellene 
tervszerűen kitölteni, hogy egy bizlós ötös találat legyer? 
Meéproldás 
Mivel az öl különböző szám kijelölésének a sorrendje nem számit, igy 4 
kitöllendő szelvények száma 90 elem ötödosztályú kombinációinak számával 
egyenlő: 
d HA - 
a GŐ 1. 90-89 EB HZ BŐ a 
Coszls FTTTAa s — 43949 268 . 
ÍHh Ha n elem k-ad osztályú kornbinációtban az élémek ismérlő- 
dését megengedjük, akkor n elem k-ad osztályú ismétléses kombt- 
nációit kapjuk. "1 elem k-ad osztályú ismétléses kombinációinak 
száma: 


GNI — lit 
Ci, — út Men (ks nis felléphet). 


Példa 
Hünyféle eredményt kaphatunk, ha három egyforrna kockát cgyszerre dobunk ÍcI 
s a kockák sorrendje nem számít! 
Megeldás 
Mivel minden dobás az I. 2, 3, 4. 5. 6 számok közül három számot határoz meg, 
melyek között egyenlők ií5 lehetnek, ezért 6 elem harmadosztályú ismétléses 
kornbinációinak számát kell kiszimítani: 
fő-43—I! (8) R-7-6 
3 123 


- 
A ; 713 La 


CÍ; — — 5ú, 


Példák 

1. A 32 lapos magyart kártya csomagból húzzank egy lapot. A piros lan húzása 
legyen az A esemény, és a számmal jelölt lap húzása legyen a 8 esemény, Mi annak 
a valószínüsége, hogy 

ah piros lapot húzunk, F(Ajs? 


fd számmal jelölt lapot húzunk. PÉG)—" 


1.4.2. Kombinatórikai összefoglaló 34 





c) számmal jelölt niros lapot húzunk. F(A. 51 -? 
Mepoldas 
Mivel az eseménytér egyenlő valószínűségő elemi eseményeket tartalmaz (hiszen 


mindegyik lap kihúzásának a valószínűsége 2 1, ezért 


piros lapok száma 8 J 
PTÁA) Sz — em, — m—m seg 
kártyacsomag lapszáma 34 0 4 
számmal jelöltlapokszáma lá I 
PIBY E ze ee ET; 
kártyacsomag lapszáma 32 2 


P(A:B) z számmal jelölt piros lapokszáma 4 I 
kártyacsomag lapszáma adog 


2. Egy dobozban 20 csavar van, amelyek közül hatnak hibás a menete. Véletlen- 
szerűen hármat kiválasztva, mi a valószínűsége annak, hogy mindhárom hibás 
(A esemény), II. hogy a három közül egyik sem hibás (R esemény)? 


Megoldás 


A kiemelt 3 csavar egymás közötti sorrcndje nem számít, és 20-ból bármelyik 
csavart ugyanakkora valószínűséggel választhatjuk. így 26 elem harmadosztályú 
ismétlés nélküli kombinációja adja a 3 cseménytér elemeinek számát. Tehát 20 csa- 


ez éa 18. 
varból hármat § B k zől9 18 114( -féleképpen lehet kiválasztani , 





1. 2-3 
. ehe iz fé 6.54 NN ; 
Az A elemeinek száma: 6 hibásból 3-at ! 3 7 TT. zs. -félcképpen választ- 
kt 8 7 
hatunk. 
, : FENNT . ep a l4j í4.1l3-I2 KENT 
A § clemcinek száma: 14 hibátlanból 3-at [ ES — 364 -féleképnpen 


választhatunk, 
Tehát , mindhárom csavar hibás" kiválasztásának valószínísége: 


PA - s 015 
)- TTETj ESB 
..három közül egyik sem hibás" kiválasztás valószínűsége: 
364 91 . 
FB —-—— -—— s ü318 
8) lid 285 


Ha a , legalább egy hibás" € esemény valószínűségét akarjuk meghatározni, ak- 
kor a 3. tételt alkalmazhatjuk, mivel € 5 B , tehát 


P(CY- P(Hy-1—P(B)-1 2 128 


385 285 70.681. 
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3. [gy osztályban ] 1 lány közül 3 kék szerűű és § barma szemű. Ha véletlenszerüen 
kiválasztunk 6 lányt, mi a valószínűsége annak, DBogy pontcsan egy kék szemt lesz 
köztük? 
üde groteds 

Hat lány kiválasztásának összes lehetséges számát II elem hatodosztályú koirnbi- 
nációinak a száma adja. azaz 
KGN ú ELS Ú c EL 
l6 FF aal-gy 0 123.4-5 


A 3 kékszemű közül egyel 3-félekénpen választhatunk, a B barnaszemű Közül 


Cnas z 462. 


r a 

5-ül ] ; [-féleképpen választhatunk, tehát a kedvező esetek száma: 
I 
Md ) " 


"8 
£k7-Cagj eg5 -3. : [43-56-168 


A kérdéses eseményt A-val jelölve: 
k  [ő8 
-— z ——  — [Ab 
Ae aggy 
Tehát 436 annak valószínűsége, hogy a 6 lány között lesz ponlosan egy kék szeinű, 
4, Mi a valószínűsége annak. hogy 
á) egy szabályos kocka s-szeri feldobása közül legalább cgyszer 6-ost dobunk? 


b) két szabályos kocka §-szeri feldobásával legalább egyszer dupda 6§-asi edőbunk ? 


Megerelás 
a) A 6-os dobás cseményét jelöljük A-val. Egy kocka feldobásakor 6 elemi e50- 
ményt különbíiztetünk meg, ha pedig x-szer földobjuk, akkor az egyenlően valószínű 
kehetsépes kimenetelek száma 67. Mivel a lehetséges esetek közül a nem 5-os dobás 
cseménye 57 esetben fordul elő, így a kedvező csetek száma: 81 —§. Annak való: 
színűsége ichát. hogy s dobás közül legalább az egyik 6-os: 
; 5 ve 
pen - Ez hg [8 e 
a (6 1 
hH A dupla 6-os dobás escményéi jelöljük 8-vel. Kér szabályos kocka feldobása- 
kar az egyenlően valószínű kimenetelek száma 36, és Így az 5-szerni leldobás lelht- 


séges kimeneteleinek száma 367. 357 esetben dobhatunk dupla 6-ostól eltérőt, Így 
a kedvező csetek száma: 367 —357. Annak valószínűsége tehát, hogy kél kocka 4- 
szert feldobáasa közül legalább egyszer [ap 6-ost dobunk: 


351 ese) 
36 j 


67 357 21. 





PH) — 


1.4.2. Rormbinatórikat összefoglaló 4! 





A de Méré által felvetett kérdésre (1. 1.1. Bevezetés 1. probléma) 
a (8) formulából $z4 helyettesítéssel; 
f 
P(AD-1- sT e) SI77 7 d 
L Ó A 


adódik, a ő) lormulából s — 24 helyettesítéssel: 


l 
2 


(35 
30 


i 


P-t 36 jó z04914c- 


adódik. A lelveletl problémához tartozóan 7 -nél nagyobb valószi- 


nűség eléréséhez szükséges dobásszámot nevezzük krilikus érték- 
nek, ami egy kocka dobásánál 4. De Mérd annak akát keresle, hogy 
miért nem teljesül az ún. ,.kritikus érték arányossági szabálya": 
4:0h—z4:38 
vagyis ha hatódára csökken a valószínűség, akkor miért nem hat- 
szorosára nő a kritéens értek, EN. s— 25 érték behelvettesítésével 
Fasza I 7 4. ez z 
már P(8iszl- 13 : —70505535.1 adódik. A kérdésre pontos 
essel; i 
választ de Morvre 1718-ban megjelent nerrine of Chances c, Mű- 
vében adott. A 0- pal valószínűséghez az s kritikus szám az a 


legkisebb egész szám lesz, amely nagyobb az (1— py" -- egyen 
FENNPSN 2 a 

let x megoldásánál, azaz x:z- MEGNE LENN LÉZER értéknél. 
inf — 9) fő 


Ebből látható, hogy elegendő kicsi p csetén 5- elhanyagolható 
kicsi érték, s ekkor a kritikus értékek arányossági szabálya megfe- 
lelő közelítést ad. 
Megjegyzés 

fe Méré második kérdésére (I. I.I. Bevezetés 2. probléma) ab- 


ban az tdőben számos tudósnak sem sikerült helyes választ adni. Az 
első játékos győzelmének valószínűségére, Pascal és Fermear álla- 
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lános megoldást adott. Ha A-val jelöljük azt az cseményt, hogy az 
első játékos győz, akkor 
-41—i 
P(A) z l "§ ege] erk) 


n-Hiti-—i I 
z 15 


Pélila 

Péter és Pál abban állapodnak meg, hogy az nyeri a felajánlott f pénzösszeget, 
aki először nyer LŐ játszmát. Tegyük ítl, hogy a játék befejezéséig Péternek még kettő, 
Pálnak pedig még négy győzelemre van szüksége. Milyen arányhan oszlozzanak a 
megnyerhelő összegen, ha nem folytathatják a játékot? Ki jár jobban, ha cifogadják 
Pál ajánlatát, mely szerint a megnyert játszmák arányában osszák fela T összeget! 


Megoldás 


Pál ajánlata szerint a nyert játszimmák arányában, azaz 8-6 arányban kellene 
closzlami a T összeget. Ugyanakkor Péter nyerési esélye a CP) lörmula szerint; 


, 1 Ef 244-I 
FrPétcr) — NETEN 2 7 j KPP j 


ui Iz- 
MELNib SL ÉV Lúgstoxs erje E - 13 


L 





Vagyis. ha a játékot folylalnák, akkor Péler 7 valószinűséggel nyerhet, mig Pál 


TE , tehát a T összeget igazságosan 13-3 arányban kell 
felosztani Péter és Fál között. Ez a felosztási arány lényegesen eltér Pál által javasolt 


nyerési esélye csak 


MEGAN Ni öd 2, 
aránytól, mely Pálnak kedvezett, Li. Péter a T összegnek csak TE részét kapná, az 


; ; s, al  . 
igazságosan neki járó TE rész helyett. 


5, A legyártott termékek közül /V db a raklárba került, amelyek között k db hihás 
van. Találomra kiválasztunk s db terméket (n £ Y). Ez azt jelenti, hogy bármelyik 
n db termék kiválasztásának az esélye azonos. Az ilyen kiválasztást visszattvés 
nélküli mintavétcinek nevezzük. Mi a valószínűsége annak, hogy a minta pontosan 
hi db hibásat tartalmaz? 


Megoldás 


NY termék közül n db kiválasztásának lehetséges számát, N elem A-ed osztályú 
ÉN MAN 
isrmméllés nélküli kombinációinak számával adhatjuk meg, azaz ] a) számú mintát 


NA 
választhatunk. Az egyforma valószínűségű elemi események száma tehát h b Az 
ka 


$ az. Kombinatórikat összefogtató aha 





(lát. EN ME A 
E IN — a a viz - ú 
n—t hibátlan elemet b Ű k, -féleképpen, A hibásat pedig [ [féleképpen vá- 


és ÍEy annak valöszínű- 





: I , . ÉN-kŰkő 
laszlhatunk ki. A kedvező esetek száma tehát: Heh [ h 
Mo / 


sége, hogy a találomra kívett a db terrnék közül pontosan A db hibás, vagyis az 
A — n —h hibátlan, A hihás [ csemény valószínűsége: 
N-k 
PeA) s A ELÁAL k- 0.12 
kAjz Tre , (KÜ l.2.... mm). 


ho 
vő . 


6. A legyártott termékek közül Y db a raktárba került, amclyek közül k db hibáz. 
Most egyenként válasszunk ki n terméket f(x z V) . úgy. hogy minden termék kivá 


laszlásánál feljegyezzük annak milyenségét, és visszatésszük a tübbi közé. Az ilyen 
kiválasztást visszatévéses amiulavéteinek tevezzük. Mi a valószínűsége annak, 
hogy a kiválasztott mintában pontosan 8 db hibás termék van, ha feltesszük, hogy 
bármely termék kiválasztásának az esélye azonos? 


Meveldás 

A lehetséges csetek számát, mivel hármelyik termék kerülhet az elemű iminta 
I.. 2.. stb. helyére, az, ismétléses variációk száma adja: NN". Az egyforma valószi- 
nűségű elemi események száma tehál MM". A kiválasztottak között akkor van A 
hibás, ha pontosan 1—fi a nibátlan lérmékek szíma. A ho hibás terméket a vissza- 
levés mialt £" -szor választhatjuk ki, Az a-  hibátlant pedig (N—-KkIT" féle 


képpen lehel kiválasztani. Így az A — 1/ hibás, r—A hibátlan § eseményhalmaz ele- 
meinek a száma (a kedvező kirnenctelek 1: 


ő! ro ogan-h A 
Aj kb ok , 





és Így a keresett valószínűség; 
n Nek p 


i KLAPNNNKNKRNI h: 41-i b: a 
Fi A — (E JN 1 Ő 
( A) — TNNNNNNYT ENNE - [a W] j ( W b , (E SÜLl2 mi, 


A. formulából látható, hogy a hibás termékek darabszáma helyett elegendő a 


p 7-5 selüjtarányt ismerni, ekker a formulái 


PLA -[/ Ji e pjt p" fek 


alakban használjuk. 
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7. Egy dobozban egyenlő számú fehér és piros golyó van. Visszatevéssel 5 elemű 
nuntát válasziva. mi a valószínűsége annak, hogy a mintában 2 piros golyó lesz 
(A esemény)? 


ölegoldás 
Mivel a dobozban ugyanannyi lehér és piros golyó van, Így bármelyik színü 


vgúlyó kiválasztásának valószínűsége P e. A ese) formulát használva. 


Fev 55-83 zal 
. 5 i 11 Il 1 5 
—- -—ad .£l €10.5-—-2--03] , 
PA jt Izgat 
vagyis 031 valószínűséggel kerül az 5 elemű mintába 2 db piros gőlyú. 
Megjegyzés 


Tegyük fel, hogy a 2 cseménytér az Aj, Aa. c... Ap. ... HEBSZÁM- 
lálhatóan végtelen elemi események halmaza, azaz 


D-T ÁL Az Ágy eef. 


A véges escménytérhez hasonlóan valószínűségi mczüt kapunk, 
ha a 0 minden A, eleméhez hozzárendeljük annak p; valószínű- 


ségét, Ekkor a IV. axiómának megfelelően 


Pf Aj PF Aa HF... F ÁLT. A-POÁLIEB Az bt... FBT A, 14... E 


zptpa H..tpat..z Bi - 1] 
is] 


Az A csemény P(A) valószínűségét ebben az cselben is az 
A elemi cseményeinek valószínűségeiből képzett összeg adja. 
A P(A)— p; számok azt mutatják, hogy miként oszlik meg az 
egységnyi valószínűség a € teljes cseményrendszer cseményei 
közölt. Ennek értelmében mondhatjuk, hogy minden §;zŰ 
(iz1,2,...), és $ p, 1 feltételeket kielégítő p; számok valószí- 

:—t 
nűségelosztást alkotnak. 


1.5. Geomeíriai valószínűség 4 


kap 


I.5, Geometriai valószínűség 


A ( cseménylér egy geometriai alakzat nem megszámlálható pont- 
halmazához rendelt elemi események halmaza is lehet. Ilyenkor ha 
feltesszük, hogy a € eseménytérben annak valószínűsége, hogy egy 
véletlen pont az AZ G részlartományba essen, arányos az A tar- 
lomány mérlékével fvonalszakasz hossza, térlogatrész köbtartalma, 
stb.), akkor geometriai valószínűségről beszélünk. A. valószínűsé- 
get az A és () mértékének hányadosával adjuk meg, azaz 


A részszakasz hossza . 


PA) z 
(4) a szakasz hossza 
vagy 
A rész területe 
P( A) — EÉSZ lertlete , 
€) területe 
vagy 


A rész térfogata 

(térfogata 

A valószínűséget a 0 halmazon egyenletes eloszlásúnak nevez- 
zik, ha tetszőleges A esemény valószínűsége arányos a halmaz JA 


P(A) — 


mértékével. Altalában az egyenletes cioszlású valószínűségeket 
geometriai valószínűségeknek mondjuk. 


Példák 

1. Mi annak a p valószínűsége, hogy egy r sugarú körlap véletlenül kiválusztatt 
pontja a vele koncentrikus 7 sugarú körlapba esik? 
Megutdás 


Jelöljük €2-val az " sugarú, A-val pedig az s sugarú körlap ponthalrmazát, akkor 


nee ÍS 
pn- PIA) z Alderülete )- 


j 
C területe mré d 


2 Válasszuk ki a valós számegyenesen az e és b pontokat úgy, hogy a 
-—tsaszü 0623 
egyenlőtlenségek teljesüljenek. Mi annak a valószínűsége, hogya d-b-r egye- 
nes szakasz három egységnél hosszabb lesz? 
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ia ANNNNRTNKRNÉN Á letettt tetett ászássttsáánztűkölttettsékteő 


Megoldetx 
A 0 eseményteret az (a,b) rendezetl számpárral adott ponthalmaz alkotja, 
amelyet derékszögű koordinátarendszerben a 6. ábra téglalapja szemléltet, 





ó. ábra, PA) valószínűsége 


Az A halmaz pontjait a téglalaptartományon belüla d-5b—a:3 lelrételt ki- 
elégítő (a.b pontok alkotják. azaz az xa—1—3 egyenes feletti bevonalkázoti 
síkidom. Tehát annak valószínűségét, hogy a 8—é53 lesz. az A és a (2 területek 
mérüszámának aránya adja: 


a. Aterülete — 


l 
BT C területe 


a 
á 3 

3. Egy ?r alapélü, 3r magasságú egyenes állású négyzetes hasáb belsejébe egy 
r sugarú gömböt képzelünk. Mi a valószínűsége annak az A eseménynek, hogy a 
hasáb oldallapjai között bolyongó gázmolékula éppen a gömb belseéjéhen van? 


Megoldás 
APgT 





A. hasáb térfogata: V, —2r ér: ár — 129, A gömb térfogata: VE 
metriai valószínűség definiciója szerint 


Ár TT 





y 1 Tt 
HA-—:— zs ü35 
Va da 5 





annak a valószínűsége, hogy a gázrmolokula az F sugarú gömb belsejében van. 





Ed. Ellenőrző kérdések az !. fejezethez 47 


E.1. Ellenőrző kérdések az L. fejezethez 


1. Mit nevezünk kísérletnek, elemi eseménynek, cseménytérnek? 
2. Hogyan definiáljuk a valószínűségi függvényt? 
3. Melyek a Kkotmnogporov-féle axiómák? 
4. Hogyan igazolhatók az axiómák alapján a 

PIA: Biz P(A)—P(A- B) és 

PA B)- P(A)4 P(B)—- PA. B) állítások. 
5. Hogyan definiáljuk a véges valószínűségi mezőt? 
6. Hogyan számítjuk ki az egyenlő valószínűségi mező valamely 
cseményének valószínűségét? 

7. Mit nevezünk gyakoriságnak és relatív gyakoriságnak ? 


8, Mit nevezünk geometriai valószínűségnek? 


V.1. Feiadatok az 1. fejezethez 


V.1.1. Igazoljuk, hogy az AZ, A és A-B események teljes rendszert alkotnak. 
V.I.2. Legyen A, § és €C egy 0 eseménytér 3 eseménye, Igazoljuk, hogy 


a B és HA egymást kizáró esömények; 
PVAZABZ AB; 
c) (4—CMB—0) 5 AB—€. 


V.1.3. Egy várba egy zöld és cgy vörös kapun lehet bejutni. A , zöld kapu nyitva" 
eseményt jelölje 2. a vörös kapu nyilva" eseményt jelölje V. Mit jelentenek a 
következő események: 


a) ZV: b ZAY: AZ; d V-Z. AZA, AZEV, 
gi ZV; MH ZV; E) Zv; s ZaV: kh ZVaZV. 

V.1.4. Legyen a €) cseménytér két tetszőleges eseménye A és 8. Igazoljuk, hogy 
e PB) - PAB) P(A Bt: 


b) P(A4B)z1—- PAT 
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V.1.5. Dobjunk fel cgy pénzérmiét halszor egymásután. Mekkora a következő 
esermények valószínűsége: 

a) mindegyik fej, 

bh mindegyik írás, 

e) vagy mindegyik fej, vagy mindegyik írás, 

d) pontosan egy lej, a többi írás. 

e) pontosan 4 fel, 

f) legalább egy fe. 

V.I.6. Egy dobozban 20 db hibás, dc még egyes csetbén használható, és X db 
hibállan csavar van. Ha 2 db-ot találomra kiveszünk a dobozból, rmnekkora annak a 
valószínűsége, hogy 

e) mindkettő hihás. 

bó egyik scm hibás, 

c) csak az egyik hibás, 

e) legalább az egyik hibás, 

" e) legfeljebb az cgyik hihás. 

A válaszokal visszatevés nélküli és visszatevéses mintavétel esetére ís ixljuk meg. 

V.1.7. Egy 6 hektámyi terület fölött szálló repülögépről véletlenszerűen leszakadt 
egy lemczdarab. Mekkora a valószínűsége annak. hogy egy IDOX80 nt -es sporl- 
pályára esik? 

V.1.8. Egy kocka és cgy pénzérme együttes feldobásával (írás 1. fejiPn h. 2.3, 
4, 5. 6) adódó elemi cseményekből álló €? eseménytér legyen 

0-ÍFLF2 FO FA FS Fé TLI2.ö dá I5.tót 

a) Adjuk meg € részhalrmazaként a kövelkező eseményeket: 

A — Ífeiés páros szára 
H — fej, valamint írás és prirnszámak k; 
C — fírás és páratlan számak f 
Pp) Adjuk meg az 
A vagy B. 
Hé C; 


csak a 5 eseményeket. 


e) Az A. 5 és C események közül melyek a páronként egymást kizáró €5€- 


mények" 
V.1.9. Dobjunk fel egy ötlonntost, egy tízforintost és egy kockát. 
ír) Írjuk fel a € escményteret az elemi események felsorolásával (pl. FFI, stb. 


b Adjuk meg az A. a B és a C eseményt az elemi események felsorolásával, ha 


v.1. Feladatok az Tt. fejezethez 48 
Ce e e 
A — Íkét fejés páros szám k 
B — fa 2-es szám megjeknések 
( - Ípontosan egy Íejés prímszám t 
c) Adjuk meg az 
A és Ah, 
csak a 8; 
B vagy C cseményeket az clemi escmények felsorolásával. 


V.IL.10. Legyen adott a € — [4 Az. Az. Aaj cseménytér. Az alább adott függvé- 
nyek közül melyek delimiálnak a £7-n valószínűségi mezőt? 


l .. A I . ] 
b) P(AD-2, PA) zi, Pa --l, Pap -l. 
l a" F. 47 a d" J u. ői 
e) PA) b, P(A)-i PA. P(A hl. 
: ai at 4" ka) He úg a" 
ME : .] ad , 


V.I.11. Legyen f a 0-1 Ar Ao, As] eseménytéren értelmezett valószínűségi 


lüggvény. Határozzuk meg PrAjd értékét, ha 


Fi -.1 1 sad. 
a) PAT és Ai Ty 


b) P(ApJ-2P(Ag) és PA) 2; 


e) PUA, AD zZAÁN 


V.1.12. Mándi (/) és Balázs (fh, valamint Merci (4), Anita (A) és Tetta (7 sakk- 
VÉTSÉNYEN Vűsz rÉszt. A nyerés valószínűsége nemenként azonos, de minden Hú 
kérszer csélyesebb, mint bármelyik lány, 

új Határozzuk meg annak valószínűségét, hogy a sakkversenyt lány nyeri; 

b) Halározzuk meg annak valószínűségét, hogy a sakkversenyt WV és M tNándi, 
Merci testvérpár valamelyike nyeri. 


V.1.13. Égy olyan súlyeloszlású kockánk van, amellyel bármely pontszám dobá- 
sának valószínűsége arányos a szóban forgó pontszámmal. Az A, B. C eseményeket 
rerulre a páros, a prím és a páratlan számuk alkotják. 


aj Adjuk meg a valószínűségi mezüt; 
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b) Határozzuk meg a P(Ad, P(81. MC) valószínűségeket; 
c) Határozzuk meg a 
ci) páros vagy primszárnak; 
ca ) páratlan prímszámok; 
ca ) B-hez nem tartozó páros szárnok dobásának valószínűségét. 

V.1.14. Egy dobozban 12 tranzisztor van, amélyek közül 4 hibás. Véletlenül ki- 
emelve 2 db tranzisztort. mi a valószínűsége annak, hogy mindkettő hibás; egyik 
sem hibás ill. legalább az egyik hibás? ke 

V.1.15. Egy rekeszbe rendezetlenül lett behelyezve 20 nö ÉS 10 lérfi személyi 
nyilvántartási larja. A férfiaknak is és a nőknek is a fele mérnök. Mi annak a való- 
színűsége, hogy egy véletlenül kiemelt lapon férfi (A eseménya, mérnök (B €ese- 
mény), férfi vagy mérnök adatai vannak? 


§ ileté ül kiválas; 1 jelölje a, P És c. 
V.1.16. Egy kör kerületén véletlenül kiválasztott három pontot jelöl 
Mi annak a valószínűsége, hogy a három pont a kör ugyanazon fél kerületén fekszik ? 


C — 2 el : : 
- 7 A . B) —— ismeretében, határozzuk meg 
V.1.17. (At 8)—— Pr A) T és HA B) a 
a PIA) PtB) és P(A- B) valószínűségeket. 
V.1.18. Határozzuk mega P(A-I), P(A-Bd) P(Ar B és IB-A) valószí- 
1 3 5.5 
nüségeket, ha BMÁAJEG PiAt 8-7 és PFiB) - ző 


V.1.19. Egy szabályos kockát 100-szor feldobtunk, és az egyes pontszámok eclő- 
fordulását az alábbi ún. gyakorisági táblázatba foglaltuk: 


—rnks  TTT TT TT ETET 


Számítsuk ki 

ért a 6-os dobás; 

ba 3-as dabás; 

c) a páratlan szám dobás; 

dd a prímszárn dobás relatív gyakoriságát. 














MÁSODIK FEJEZET 
2.1. Feltételes valószínűség 


Kísérleteink során sokszor előfordul, hogy valamely esemény való- 
színűségét egy másik esemény bekövetkezésének figyelembevéle- 
lével kell meghatározni. Vizsgáljuk meg, hogy mi az A csemény 
valószínűsége abban az esetben, ha csak azokat a kimeneteleket 
vesszük figyelembe, amelyek a 8 eseményhez is hozzátartoznak. 
Szt úgy is értelmezhetjük, hogy 0 helyett B-t tekintjük az új ese- 
ménytérnek, vagy az A valószínűségét a B esemény bekövelkezésé- 
nek feltéleic mellett keresstk. 


Definíció: Legyenek A, 8 tetszőleges escményei egy kísérlet 0 ese- 
ményterének és 8 valószínűsége legyen pozitív, azaz P(Bd 50. Az 


A esemény B feltételre vonatkozó, P(A[B) -vel jelölt folv. pé A 


feltéve 8) feltételes valószínűségén az A és B együttes bekövetke- 
zésének és a B esemény valószínűségének hányadosát, azaz 


PIA -B) 


P(AjB) — FB) 45 


számot értjük (7. ábra). Ez a szám azt mutatja, hogy A hányadrész- 
ben következik be a 8 bekövetkezéscinek eselei közül, ill. ha B 
bekövetkezett, akkor annak valószínűsége, hogy A ís bekövetkezik, 
P(AJB) . 





7. ábra, Venn-diasrant P(A-BYEGBY szemléltetése 
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—m, e ————————————— -r 1 . Hu ——-uu—ÓrrrK ver mar Ir ri — e TENI TT FMMMMEMMMMMMENNNNNANAT IauzazarT TETT HATNA AI MATAT ATA MAT TT 


A képlet alapján a feltételes valószínűséget a feltétel nélküli való- 
színűségekből kiszámíthatjuk, ha a feltétel valószínűsége nem nulla. 


Megjegyzés 


Ha A és B a 0-hoz tartozó egyenlő valószínűségi mezű esemé- 
nyei, akkor az A esemény B-re vonatkozó feltételes relatív gyako- 
viságát az 
MA.-B 

Hgy 





tája 


képlettel számíthatjuk, ahol m4.g az A B esemény bekövetkezé- 


seinek, "tg pcdig a B esemény bekövetkezéseinek száma. 


Példák 
1. Dobjunk fel két szabályos kockát. A R csemény legyen az, hogy a kél koc- 
kával 6-ol dobunk, azaz amikar a két kocka felső lapján a nontok összege 6: 
5-2 AK AD 
az A esemény pedig az legyen, hogy legalább az egyik kockán kettest dobunk. Szá- 
mitsuk ki a P(AJB) feltételes valószínűséget. 


Meyetdás 
A Ő eseménytér elemeinek a száma: 5-5—36, az A elemeinek a szárna pedig; 
A—-Í(2.1, (2.2).(2.3).(2,4), (2.5).(2.6), (1.2). (3.29.(4.2), (5.2).(6.2) 
azaz I1,és A 5—- ka. (4.2)], ezért 
2 
. PAB 36 2 
PrAJB) — PT 
36 
1 
38. 
2. Tegyük fel, hogy cgy iskola 230 tanulójáról az alábbi kimutatás készült egy 
járványos betegség időszakában: 


IEC TNNN ENNE EE TCEN HST EBI 
IECSES KENE ZONNN TENNÉL CT HESS ENNI 
KELETT NEON TENNI TEK ENNE 
sema AZT TT 


ugyanakkor PI AJ— 






21. Feltétetes valószínűség 13 


ENNEK KKTTTTEEE ERMHttüttÉléööo AE EEENEWtmmmm999mümtmmtmtÉEEEK ee ANNÉKE 


A nyilvántartó kartonok rendezetlenül vannak letéve, Mi a valószínűsége annak, 
hogy a véletlenszerűen kicmelt kartan 


4, túé; 
ÉJ belegségen átcsett tanulóé; 
ci betegségen áleésetl fiúé. 


Ha előzetesen a fiúk és lányok kartonjál rendezetlenül külön-külön halomba 
tették, akkor mi a valószínűsége annak, hogy 


d) afiúk kartonjából egyet kiválasztva az betegségen átesett Niú kartonja lesz; 

e lányok kartonja közül egyet kiválasztva az olyan lányé, aki nem volt beteg? 
Megoldás 

A. láblázat jelölései szétint: 


IL 


) P(B)-— s 048 
e PCB) s 048: 
b) P(A) z 2Zg 7 039 


A 
Hi F A a Turu—n -r "1 r 
c) FAT 530 Ü aZ; 


d) P(alej)z AA 8) 230. 50 


—PIBT To zTig e 








230 
PNNN 5 
KAR] 230 80 
e) P(AlF)- BÍR zo 127967 
234) 


3. Egy üzem A-val és 8-vel jelölt két célgépén ugyanazt az alkairészt gyártja. 
Az A gépen naponta 500 darabot, melyből 20 db selejt. a B gépen naponta 650 
darahol, melyből 50 a selejt. Ha az egyik nap gyártolt alkatrészek közül kiveszünk 
egyet és az selejt, akkor mi annak a valószínűsége, hogy ez a kivett selertes alkatrész 
az A Bépen készült? 


Megoldás 


Á lehetséges esetek száma a két gépen naponta gyártott alkatrészek száma: 1150 db. 
a kedvező cselek száma az A gépen gyártott selejt darabszáma: 20 db. Ha E jelenti 
azt az cseményt, hogy az alkatrész az A gépen készült. S pedig a feltételt telentő 
eseményt, azaz egy selejt kihúzását, akkor a P(F-5S3 annak a valószínűségéi jelen- 
tt. hogy az alkatrész az A gépen készült és selejl, így 
20 
P(EIS)- P(3) lis 20 2 


s pesyTso so g MA 
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2.1.1. Szorzási tétel 


A feltételes valószínűség fontos következménye az ún. szorzás! 
tétel szorzási szabály), amelyet, az A: 8-7 B- A felhasználásával a 
2.1. pont (1) képletéből 


P(A B) z PCBIP(AjB) (2) 


alakban kapunk. Fermészelesen A-t Is tekinthetjük fettélüilnek s 
akkar (2) helyett 


P(B - A) — P(A)P(B]A) (28) 


formulát használjuk. 

Amint látható a tétellel két tetszőleges esemény együftes hckö- 
vetkezésének valószínűségét megkapluk, ha az egyik eseményt 
feltételnek tekintjük. és ennek valószínűségét szorozzuk a másik 
cseménynek a feltételre vonatkozó valószínűségével. 

A szorzási tétel tetszőleges Aj, An... Ady, eseményekre 15 KILEL- 
jeszthető a teljes indukció alkalmazásával: 

P(Aj - Az "arr An) 7 PCADPCALJAD PC Az]Ar " Az). 

PCAuápr Azt... Ánni). (269) 

A (2"") formulát általános szorzási szabálynak nevezzük. 

Példák 
1. Az előzű pont 2. példájának adatait felhasználva határozzuk mcg annak va- 


lószinűségét, hogy a 230 kartonból egymás után kihúzott három karton betegségen 
átesett fiú kartorja. 


Megoldás 

A jelölje azt az csceményt, hogy az első karton belegségen álcselt fúé, B azt, hogy 
a második karton betegségen áteselt fiúé, C pedig azt. hogy a harmadik karton 
betegségen átésett fiúé. Ekkor az An. 80€ esemény valószínűségét kell meghatá- 
röznunk a (27) képlet szerint: 


P(A.B.C)- p(A)PÍBA jplcig - A) . 


A. jöbb oldali valószínűségek: 


gy 
P(A) a Zeri PÍg]AJ- 259: 


zí.d. Szorzási tétel 43 





(felettük, hogy az A escmény megvalósult, így mind a betegségen átcsettek száma, 
mind az összes létszám cggyel csökken), 


Pc b. 4)-— 228 
igy a keresett valószínűség; 
A. ad 89 3858 
PIA-B-C ! ze! —— sz 
; J- 230 229 2728 1.06. 


2. Egy dobozban 16 tranzisztor közül 4 hibás. Mi annak a valószínűsége, hogy 
aj) visszálevés nélkül három cgyimás után kivett tranzisztor hibátlan? 
bi az első hibátlan, a második hibás, a harmadik tsrnét hibátlan? 


Megaldás 
a) 1. módszer: Mivel 18—4-12 hibátlan van a dobozban, az első hibátlan tran- 
zasztor kivételének valószínűsége 5z - 1 - 0.75. [a hibátlant velünk ki, akkor a 


dobozban a maradék 15-hől 11 hibátlan, tehát a másodszor ís hibátlan tranzisztor 


kivételének valószínűsége 11 0.73. és a harmadszar is hibátlan tranzisztor kívéte- 


1 
3 
7 


lének valószínüsége ről — Ú7I. A szorzási tétel alkalmazásával 
Iz II MW TI 
2.2. — 039 
PG as a4á gy 


tehát 0.39 valószínűséggel vehetünk ki a dobozból egymás után három hibátlan 
tranzisztort. 


2. mádszer: 16 tranzisztorból hármat s Je féleképpen lehet kiválasz- 


tani, 12-ből hármat pedig 5]: 220 féleképpen, tehát 


2zzü II 
-— z— 7039. 
ap0 28 
3. módszer: 16-ból egymás után három tranzisztort kiválasztani l6.-15.14- 
féleképpen lehet, F2-ből hármat pedig 12-11-10 -féleképpen, tehát 


— I2.11-10 11 
zzgista ag 992 


B) Ha T.T..T; jelöli az egymás után, visszatévés nélkül, véletlenszerűen kivá- 


lasztott hibátlan tranzisztor választásának eseményét, akkor a Pf TTT-T, 3 valószínü- 
séget kell meghatároznunk. Mivel 
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18—8 3 
jölllteee uit 


me 4 d 
PE ITMETGET TS 


.——,.. 14—4-1 II! 
Meg 


és Így az általános szorzási szabály szerint a keresett valószínűség: 


P(Ta 





— tam KEN Hills; K 11 
PT TT l — a - 7-7 , 
TnT) -PT) PE ]T 9 renhnT a 7s 1016 


Megjegyzés 


Adott, véges valószínűségekkel rendelkező véges számú kíserlet- 
sorozatokat fvéges sztochasztikus folyamatokat] célszerű ún. fadia- 
gramon szemtélteini. A fadiagramot úgy készítjük cl, hogy egy 
kezdőpontból (a gyökérből) kiindulva utakat (ágakat) rajzolunk az 
első kísérletsorozat egymást kizáró eseményeihez, és az utakhoz a 
megfelelő valószínűségeket írjuk fel. E pontokból a következő kí- 
sérletsorózat cscményeihez szintén megrajzoljuk az utakat, a még- 
felelő valószínűségekkel ellátva, stb. A kezdőponttól a végponthoz 
vezető utak mindegyike a kísérletsorozat egy kimenetelének felel 
meg. 

A feltételes és a teljes valószínűség tételeiből egyrészt kövelkezik, 
hogy a kísérletsorozat egy-egy úlja által meghatározot. eseményének 
valószínűségét az út menti valószínűségek szorzala adja, másrészt, ha 
az eseményhez több út tartozik, akkor a teljes valószínűséget az 
egyes utakhoz tartozó valószínűségek összegeként kapjuk. 


Példa 


Ad három urna, amelyeket A-val, B-vel és €-vel jelölünk. Az A-ban 6 fehér és 
d piros, a B-ben 5 fehér és 1 piros, a €-ben 5 fchér és 3 piros golyó van. A vélet- 
lenszerűen kiválasztolt urnából emeljünk ki ugyancsak véletlenszerűen egy golyót. 
Mi a p valószínűsége annak, hogy piros golyót emeltünk ki az urnából? 


Megoldás 
A sztochasztikus folyarnal most két kisérletből áll: az urna kiválasztásából és a 
fcnér (FF) vagy piros (PA golyó kiválaszlásából. A fadiagramot a 8. ábra szemlélteti. 
Ha az A urnát választottuk. akkor a piros golyó kiemelésének valószínűsége: 


2 ÉT - e. ha a 8 urnát választottuk, akkor Cel re ha a C urnát választottuk . 


2.2. A teljes valószínűség fétele 37 
1 3 1] : ; MEGY - ; : 
akkor 73 gő minthogy három kölcsönösen független űl vezet a piros solyók- 


hoz, czért egy piros golyó kicmelésének p valószínűségét a három út valószínűségei - 
nek összepe adja: 





8. apr Fediaeréün 


2.2. A teljes valószínűség tétele 


Egy €/ eseményteret többféle módon is [clhonthatunk bizonyos 
számú esemény összegére. A lehetséges felbontások közül szá- 
munkra az egyik leglontosabb az, amelyik a € eseményteret 
kölcsönösen kizáró események összegére bontja fel. Legyen 


A. Aa cs An teljes eseményrendszer TP4rt] és B egy 
; 


z 


NH 
tetszőleges pozitív valószínűségű esemény. Ha [4-0 (9. ábra), 
1-1 
akkor 
87-0-B-(Ajd Ant... A) 8 — 

— (Ap - B)4-(As : B)-H...-(A, : B). 
ahol az 4A;-B (z—1,2....,n) egymást kölcsönösen kizáró csemé- 
nyek, Így 

PÉBIZPCTAp: Br P(Az :BHi-h..A P(A,: B). 
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4. abra, A 0 eseménytér felosztása 


A szorzási tétel alkalmazásával F(B) a következő alakban is 
[elírnató: 


P(B) — P(ADP(BIAp) 4 P(A)P(BlAg) —-..4 PCA,)P(Bl4A, 3, 6) 
P(CAyED (1—I. 2... Hi) 
Ezt a formulát a teljes valószínűség tételének nevezzük. 


A teljes valószínűség tétele tehát azt fejezi ki, hogy ha Aj, An, 


a Az egymást páronként kizáró, pozitív valószínűségű csémények 


FH 

és HP(Aj- (, akkor tetszőleges 8 esemény valószínűségét a (3) 
(—] 

képlete szerint lehet kiszámítani, amelyet 


PB) - Y Pf; p(Bj A; ) (39) 
is] 


alakban szokás megadni. 
Példák 

1. Az évfolyam matematika szakos hallgatóinak 9676-a, Éizika szakos hallgatói 
nak 7058-a sikeresen vizsgázott, A fizika szakosok az évfolyam 185c-át teszik Ki. 


Mennyi a valószínüsége annak, hogy égy véletlenül kiválasztott hallgató a sikeresen 
vizsgázoltak közül való? 


Megoldás 


Legyen § a kérdéses cscmény. Az esemény jelenlse azt, hogy a kiválasztott 
haligató fizikus, az M pedig azt, hogy malematikus. A fizikus hallgató kiválasz- 


viz ; 4. J8 : ez AZ 
tásának esélye. PE 1— —. a matcmatikus hallgatóé: PÍM)-ág 


A B esemény 
100 


2.2. A teljes valószínűség tétele ág 
feltételes valószínűsége az F feltétel mellett: FÍB Fa Ne és az M feltétel mellett: 
mari. 90 
FBI 1, 
k 100 


A teljes valószínűség tételét felhasználva: 


píz Plg]F]P(F ja PÁR] Pr ) 158 ég HTTG 795 - EGT ESi zz (BG. 


Tehát 086 vagyis 8676 annak a valószínűsége, hogy a vélellenül kiválasztott 
hallgató a sikeresen vizsgázottak közül való. 

2. Egy érerngyűltő dobozában 19 darab ötforintos van, melyek közül 12 db a 2000. 
évben, a többi pedig 1997, évben készült. gy érdeklődő számára véletlenszerűen 3 
érmét kiveszünk, és visszalévés előtt mindhármat megjelöljük. A következő érdek. 
tödő számára ismét kiveszünk találomra 3 érmét. Mennyi a valószínűsége annak, 
hogy a másodszer kivett három érme mines megjelülve, és 20443, évben készült? 
Megoldás 


A kérdéses cseményt jelölje A, 8. (j-0,I,2,3) pedig azt az eseményt, hogy az. 
először választott 3 érme közül j darab 2000-ben vert érme valt. Ciöszor meghatá- 
rozzuk az A esemény feltételes valószínűségét 8; feltétel mellett. 


3 érme összes lehetséges kiválasztásának számát 19 elem 3-ad osztályú kom- 


- . 4) a j 
Mnációi adják. H—-€ igaz s[5 369. A 12 db 2060. évben vért érme közül j db 
Th: 


- CT) ar zt I 2 És r y -- 
kiválasztásának lehetséges száma: Cini -[ ] és a korábban vert 7 érme közül 
/ 


i NN 
3—j db kiválasztásának lehetséges száma. Ci a. -[, 1) vagyis a kedvező 
13 - 


TA 


da j) A B; eszmény valószínűsége: 


Ha clőször , db 2000-ben vert érmét választottunk, akkor másodszor 3 db nem 
megjelölt 2000-ben vert érmét csak [12-i db nem megjelölt 2000-ben vert érme 
közül választhatunk. A lehetséges kedvező választások szánna: 

r - 
12 — 
ki 7C12- a 7] úi 


3og 
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Teöhát az A esemény feltételes valószínűsége 8; leltétel mellett: 


12-/ 
k ; I 
PAB) ü9 ,  (j-0L29. 


3 


Mast alkalmazzuk a teljes valószínűség tételét: 


i2agY fIZY TS 
; al 3 ; 3- 
PCAjz YPCAIB PE B, J- y—— ez 








a ű ha! 
jatt JAV a) 2) 
k8 
1 123200 
a 1. 12-216120.66-7484.220.4j- ——— 0.13. 
gyi £20.1-35-4165.12.21--120.66.7484.220.4- —eőggeg" 01 


Tehát 0.13 annak a valószínűsége, hogy másodszorra 3 db nem megjelölt 2000- 
ben vért öllorintoz érmét veszünk ki. I 


2.2.1. Bayes tétele 


A teljes cseményrendszerrel kapcsolatban gyakran nem a BH cse- 
mény valószínűségét kell meghatároznunk, hanem azt, hogy a 8 
esemény bekövetkezésében az eseményrendszer egyes A; csemé- 
nyei milyen szerepet játszanak. A kérdés a következőképpen Is 
megfogalmazható: ha § bekövelkezett, mi annak a valószínűsége, 
hogy ez pontosan az csceményrendszer A; (i-edik) eseményének 
bekövetkezésével együtt valósult meg. 

Az A; események B eseményre vonatkozó feltételes valószínűségett 
minden t-re a 
PIA; B) 


PB) (1) 


PtAjB) — 


képlettel számíthatjuk, . 

A (h) képletbe P(B) helyett helyettesítsük a 2.2. pont (3) kilc- 
jezés jobb oldalát, a P(A,-B) helvett pedig a neki megfelelő 
P(A;)P(B]A;) kilcjezést, akkor a következő összefüggést kapjuk: 


221. Egyes tétele 6! 





PCADPCB]A;) 


PCAu]BY— —— 
P(AÁj IP(BJAJH-P(AD)P(BjAg H.. 4P(A, )P(BlA,) 


(r—i,2... 9). 
Ezt a formulát nevezzük Bayes-téteélnek. 


Ha tehát az Aj, Az. .... A, egymást páronként kizáró DOZIÍV va- 


"1 
lószínűségű esémények, amelyekre 5 P(A,)z Il , akkor tetszőleges 
(—I 
pozitív valószínűségü H eseményre és bármely -re fennáll a (2) 
összefüggés, amclyet 
PIA AB A; 
p(Alp) a 807814). (1— 12...) (25) 


YP(a)plgja;) 


J7I 


alakban szokás megadni. Az (28) formulából látható, hogy a Bgyes- 
tételt akkor alkalmazzuk, ha egy teljes csceményrendszer valamelyik 
eseményének feltételes valószínűségét kell meghatározni, ismerve a 
feltételi eseménynek az eseményrendszer elemeire vonatkozá fel- 
tételes valószínűségeit, valamint a teljes eseményrendszer minden 
elemének valószínűségeit. 


Példák 


1. A Z. fejezet 2.L. pontiának 2. példájában szereplő adatak felhasználásával ha- 
tározzuk meg 


a) az A esemény valószínűségét a teljes valószínűség tételével ís, És 

D) annak valószínűségét, hogy cgy betegségen álesetl tanulót kiválasztva, az a 
Hnúk közül való; lányak közül valá. 
Megatdas 

at Az csemény és komplementere rnindig teljes cseményrendszen alkot, ezért a 
B.B teljes esetményrendszer. Alkalmazható tehát a teljes valószínűség tétele: 


P(A)- PIAIBIP(B)-- PlA3 plz )- er 20 a. 8 s KE - ag s 0.39. 


ami megegyezik a közvetlenül szárnított P(A)-val. 
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by Bayes-tétel felhasználásával! számítjuk ki annak valószínűségét hogy a be- 
tegségen átesett tanuló a Éiük közül való: 


50. 100 
P(814)- plalabpís) ÍT0 330 50 


- ee öz — — 7 0.56; 
PIA) JŰ 90 


size 


lányok közül valá: 


40. 120 
pfs14) plalz P(8) .A20 230 40 944 
ERAT 90 DÖ 


230 
2. Egy műhelyben gyártott összes alkatrész 5094-áta űj) gép 396-os selejttel, 
3066-át a Ga gép 476-os selejütel, 2096-át pedig a 3 gén 599-os selejttel gyártja. 
a) Mi a valószínűsége annak, hogy cgy véletlenül kiemelt alkatrész selejtes ? 


b) Ha a véletlenül kiválasztott alkatrész selejtes, mi a valószínűsége annak, hogy 
aza Gy gép lerméke? 


Megoldás 


A selejtes alkatrész választásának eseményét jelölje z£, akkor a teljes valószínű- 
ség 2.2. nont (3) képlete szerint 


P(Z) - PIGYYPIZÍG HA PIG PEZÍG ) F PGY P(ZÍG 5) — 
-0,50.0034 030. 0047 020. 0,05 — 0.037. 


Annak valószínűségét, hogy a selejtes alkatrészt a CG) gép gyártotta a Bgyer-tétel 
(2) képletével számíthatjuk ki: 


PEGYP(ZÍG 
PEGIIZ- —— ——— —— — ——  — —— 
PEGYP(ZÍG) a P(GP(ZÍG: ) x PIG P(ZÍG: jo 
0,50-003 .DOIS 15 94 


— 050-0.034030-ÖB4TÜ20-0.D5 7 0037 37 


3. Egy kórházban 50 núl és I0 férfit ápolnak. A Férfiak 876-a, a nök 0.4594-a 
szívbeteg. A betegségeket leíró kartonok közül véletlenszerűen egyet kiválasztva, 
azt látjuk, hogy a karton szívbetegé. Mennyi a valószínűsége annak, hogy a karton 
nű belegé!? 


Megoldás 


Az A esemény jelentse azt, hogy a kiválasztott karton szívbetegé, 87 jelentse azt, 


hogy a kiválasztott karton nö betegé, §-2 pedig jelentse azt, hogy a karton férfi 
beteggé. 


2.3. Események fürgetlensége ós 


A Bp esemény valószínűsége: 


50 3 
P(Bj15— z- 
va seg eg 
a BH. csemény valószínűsége: 
10 I 
PB.) ec, 
82) 60 5 


A 8. csemény A feltétel rmellelti feltételes valószínűségének kiszámításához a 


Bayes-tételt alkalmazzuk, melyhez szükségünk van az 4 esemény B). és Ba feltétel 
melletti feltételes valószínűségére ís; 





545 10 
PAB 10000 60 45 g 
PAB z — 
(AlBÓ z PB) 10" 10000 20007 
60 
.8.50 
. PAB) 10960 B 2 
pAlBa) - P(B) 50 7 100257 
60 
És így 
u 5 
P(B]4) z P(AJB)P(B) 70006 9 
3 — PCAJBO PCB) P(ATBZ) PCB) 9 S Za 
2000 6 25 6 


Tehát D.22 annak a valószínűsége, hogy a szívbetegséget fleltüntetű kiválasztott 
karton nő betegé. 


2.3. Események függetlensége 


Általában függetlennek mondunk kél eseményt, ha nincsenek halás- 
sal egymásra, vagy más szóval, ha az egyik bekövetkezése nem 
befolyásolja a másik bekövetkezését. Matematikailag akkor tekint- 
jük függetlennek a két eseményt, ha az egyik bekövetkezése nincs 
hatással a másik bekövetkezésének valószínűségére. 


Definíció, Legyen A és B két tetszőleges véletlen esemény. Az A és 
5 egymástól független események, ha 
PA: Biz P(AJPYB) f1) 


vagyis, ha A és 8 együttes bekövetkezésének valószínűsége egyen- 
lő A és B valószínűségeinek szorzatával. 
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Ha A és 8 független események és P(Bd 5 0, akkor P(AIBy-P(A), 
vagyis az A feltételes valószínűsége a B feltétel mellett egyenlő az 
A valáószínűségével, azaz a § esemény bekövetkezése nem válloz- 
tatja meg A bekövetkezésének esélyeit. Ha az (1) feltétel nem telje- 
sül, akkor az A és B események nem függetlenek. 

Állalában A eseményt (n—- 2.3...) függetlennek nevezünk, ha 
akárhányat kiválasztva közülük, azok együttes bekövetkezésének 
valószínűsége egyenlő valószínűségeik szorzatával. AZ Aj, An... 
A, eseményekről tehát azt mondjuk, hogy (teljesen) figgetlenek, 
ha bárhogyan kiválasztva közülük A; , A;, , .... A;, eseményeket, 


teljesül a 
PA; "A, A 9— PÁ, PC A; I PCA, ) , (k—2.3.....m) (19 


egyenlőség, azaz bármely tetszőlegesen kiválasztott k-számú kü- 
lönböző esemény együttes bekövetkezésének valószínűsége az egyes 
csemények valószínűségének szorzatával egyenlő. Ez 27-a-1 
feltétel teljesülését követeli meg. 

Ha az (l§) csak k —2 -re, vagy csak k — 3 -ra, .. . teljesül, akkor 
azt mondjuk, hogy az Aj, An, .... An események páronként, hár- 
manként, stb.-ként függetlenek. 


Példák 

L. Egry kocka feldobásának eredménye lehet páros szám Cs páratlan szám. A pá- 
ros szám dobásának eseménye legyen A, a páratlan szám dobását pedig 8. Vizsgál- 
juk meg az A és § eszmények függetlenségét. 
Megoldás 


Páros és páratlan szám dobása egyszerre nem következhet be, tehát A és B 
egymást kizáró esernények, azaz P(Af1-Ő. Az A és B esemény bekövetkezésének 


valószínűsége: BAjzáza PHY-Zz ichát 
l 1 it 
P(A). RB) 2—.— 7 

LAP POR) 77 


Mivel 0— P(AB) z PLAJPUBI -— az (1) feltétel nem teljesül, ezért az A és 8 


cscmények nem függetlenek. 


2.3. Események függetlensége ás 


z. Az A. §H és C cseményeck Kiggetlenek, ha a három eséemény páronként füg- 
getlen, azaz 
PiAc8H— PE PA DC z B§YAJRO) RB n e RB FIL 
és teljesül még a 
PArRrejz BE PIBI PC] ír 
feltétel ís. Vegyük észre, hogy a teljes ftüggetlenséghez a pöronkénti függetlenség 
nem elegendő. 

3, Két szabályos pénzérme feldobása a € — íF F.ETIF OH ; eseményteret alkotja. 
Az csemények egyenlő valószínűségüek. Vizsgáljuk meg az 4, B és C események 
függetlenségét. ha 

AzíFF FI) B-ÍFFIF) C-ÍFI IF) 


Megoldás 
AzA, 8 és C események valószínűséget 


P(AYzP(B)z PC-n 


zlro 


Üg 


PAB - RUFF) -- RACI- PGFI b - 


PBC - P(UF fh — ri 


A páronkénti függetlenség feltételei teljesülnek, ui. 


POÁAgYs PIA Hi — mez - éb. stb. 


A (0) feltétel azonban nem teljesül, mivel ABC si és így MARCI — PG) 
-úz F(APAEROI vagyis a három csemény nem független. 
Megjegyzés 


Ha az A és 5 független események, akkor 
d)az A és B események is Tüggetlének; 
bhazA és B valamint az A és B események is függetlenek. 
UL PR(A GB) P(ACB) 51— P(Au B) — 
m—1-FP(Aj— P(BY4 B(Ac Bi - 
-1- P(A)— P(BYr P(AJP(.B) — 
—[1- PGO][1- P(BX— P(A)P(B). 


A Pb) állítás hasonlóan látható be. 
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4. Egy irodában két számítógép egymástól függetlenül működik. Az cgyik szá- 
mitágép műszakönkénti meghibásodásának valószínűsége 0,3, a másik számítógépé 
pedig 0.2. Mi a valószínűsége annak, hogy legalább egy műszak időtartama alatt 
egyik számítógép sem hibásak meg? 

Megoldás 

Ha A-val felöljük az egyik számítógép és §-vel a másik számítósép műszakon 
belüli meghibásodásának cseményét, akkor F(A) sz 0.3. és F(H1-Ú 2 Azt az Es€- 
ményt, hogy legalább egy műszakon belül egyik szárnílógép sem hibásodik meg. 
A és B csemények ellentélével, azaz 4 B -vel adhatjuk mcg. A függetlenség figye- 
lembevételével 

P(A Byz P(A)P(B)-(1—0,3)-(1—0,2) - 07.08 5 056. 

Tehát ú,56 annak valószínűsége, hory cgy műszakon belül egyik számílágép sem 
hihásadik meg. 

5. Egy üzem raktárában gumiecsizmák és bakancsok vannak. Annak valószínásé- 
ge. hogy cgy munkás tévékenységéhez csizmát, ill. bakancsot igénye! €.8, 1. ú.5. 
Ha mindegyik munkás csak egy lábbelit visz el, mennyi a valószínűsége annak az A- 
val jelült eseménynek, hogy 6 munkás cgyimás ulán csak csizmát vagy 6 munkás 
egyriás után csak bakancsot visz el? 

Meguldás 


Legyen B esemény az, hogy nuúund a hat munkás egymás után cgy-egy CsiIzinát 
igényel. C csemény pedig az, hogy mire a hat munkás bakancsot igényel. Nyilván- 
való, hogy a 8 és C csemények egyrnást kizárják. tehát az A valószínűségét a § és € 
valúászínűségének összegeként meghatározhatjuk, azaz 

PA PB401- P(BJá PIC). 
Mivel a csizma igénylésének valószínűségs 08, igy a 6 egymás utáni igénylés 
valószínűsége: 
P(B)- 0.8" -0.262144 
és hasonlóan: 
P(CY-05" - 001 5625, 
vagyis 
PCA) c P(R)A P(CYAOZOZ 144 ÚJ ÖN S825 z 028, 

Tehát 8.28 annak valószínűsége, hogy mind a A munkás cgymás urán csizmát 

vagy hakancsot igérryel, 


Megjegyzés 
1. Ha két esemény, A és B független, vagyis PIAB-PTAP( B), 


és mindkét esemény valószínűsége pozitív, akkor A és B nem lehet 
cgymást kizáró esemény, mivel egyszerre is bekövetkezhetnek, 
azaz P(AHYz0. Ha azonban az egyik esemény valószínűsége Ü, 


£.2. tilenőrze kérdések a 2. fejezethez ú7 


ÍLGGTÉNEKGT AG LÜLemmmánkemke————.—kkökikökekmm————nmm———. ee. e... 


akkor M4AB)])—ú, de 45 nem lehetetlen ésemény, akkor A és 8 
egymást kizáró események. Hasonlóan, két egymást kizáró cse- 
mény csak akkor független, ha legalább az cgyik esemény bekövel- 
kezésének valószínűsége Ü. 


E.2. Ellenőrző kérdések a 2. fejezethez 


1. Hogyan deíiniáljuk a feltételes valószínűséget? 


2. Milyen cssménytéren értelmezzük a feltételes relatív gyakori- 
ságot? 


3. Hogyan értelmezzük a valószínűségek szorzási tételét? 

4. Hogyan alkalmazzuk a fadiagramot valószínűségek kiszámítá- 
sára ? 

5. Mrt mond Ki! a teljes valószínüség tétele? 

ó. Hogyan származtatjuk ögyes tételét? 


7. Hogyan definiáljuk az események függetlenségét? 


V.2. Feladatok a 2. fejezethez 


V.2.1. oljunk fc] két szabályos kockát, Mi annak a valószinűsége, hogy az 
együttes pontszárn FH vagy 10-nél nagyobb, ha 


e az 1-es kockával 5-öst dobunk. 
b) legalább az egyik kockával 5-űst dobunk. 


V.2.2. Az I.2,.. 6 számjegyek közül véletlenül válasszunk ki két számjegyet. 
ra a kél Szánjegy összege páros, mi annak valószínűsége, hogy mindkét SzÁTMJégy 
páratlan? 

V.2.3. Bence a jól megkevert 52 lapos bridzs kárlyacsaamnagból négy lapot kaput. 
Ha a négy lap mindegyike pikk, akkor mm a valószínűsége annak, hogy a következő 
három lap között ís lesz legalább cgy pikk? (A pikk, kör, káró, treff lapok mind- 
ezyikébüűl I3 van.) 

V.2.4. Egy dobozban 7 hibátlan és 3 hibás alkatrész van, Fa egymás után három 
alkatrészt kiveszünk a dobazbáól, mi a valószínűsége annak, hogy az első kettő hibál- 
lan, a harmadik pedig hibás lesz? 


v.2.5. Pongrác a jól megkevert 32 lapos magyar kártyacsomagból 5 lapot kapott. 
Bi a valószínűsége annak, hogy mindegyik lap zéld? 
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V.2.6. Számítsuk ki az A essménynek a B-re vimatkozó, valamint a B esemény- 
nek az A-ra vonalkozó feltéleles valószínűségét, ha 


P(A)- 2, P(B)-2 és BAU B) 


Lal ke 


V.2.7. számítsuk ki az 
a) P(AJBI.  DDP(CBJAK  OPRAUB; HPRAlAK — eP(B[4) 


valószínűségeket, ha P(AJ-: P(BY- és HAH) -£. 


V.2.8. Egy évfolyam hallgatóinak 2576-a matematikából. 159-a fizikából és 
L09-a matematikából és fizikából í5 elégtelenre vizsgázott, Válasszunk ki egy 
hallgatót az évlolyarnból, és állapítsuk meg: 


a) Mi a valószínlisége annak, hogy matematikából elégtelen az osztálvzata, ha 
fizikából elégtelen? 


bi Mi a valószínűsége annak, hogy fizikából elégtelen az oszlályzata, ha mate- 
matikából eléztelen? 


c) Mi a valószínűsége annak, hogy matematikából vagy fizikából elégtelen az 
osztályzata? 

V.2.§. Egy idős házasnárnál annak valószínűsége, hogy a férfi még lű évet él 
ss annak valószínűsége, hogy a nű még IŰ évet él 2 . számítsuk ki annak valószi- 
nüségét, hagy 

a) mindketten élnek még I6 évet; 

B) legalább az égyik él még 0 évet; 

c) egyikük sem él még I évet; 

dd csak a nő él még lű évet, 

v.2.10. Balázs, Robin és Nándor egy céltáblára lőnek. A találat valószínűsége a 


scairend szerint ezi. Mindegyikük egy lövést ad le. Mi a valószínűsége annak, 


hogy 
2) közülük csak egy talál a céltáblába; 
bd ha egy találat van, akkor azt a lövést Balázs adta le? 


V.2.11. Egy iskola 2(XK) diákja közül a fiúk száma I500, a lányoké 5(XI. A szem- 
orvos minden diákot megvizsgált és azt találta, hogy 60 fiú és 50 lány rövidlátó. 
Mekkora valószínűséggel 


at rövidiátó egy vélellenszerűen kiválasztott diák; 
b) rövidlaló egy vélétlenszerűen kiválasztett lány; 
c, rövidlátó egy véletlenszerüen kiválasztott fiú; 


d) lány egy véletlenszerűen kiválasztott rövidlátó? 
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V.2.12. Egy cipő nagykereskedő X, Y és Z gyártól vásárol cipőket 25. 35. ill. 
309-os arányban. Az X, F, ill. Z gyár cipői 5, 4, ill. 2564-ban hibásaknak bizonyultak. 
Mekkora annak a valószínűsége, hogy egy véletlenszerűen kiválasztoll cipő 

aj) hibás, 

b) hibátlan, 

ci hihás és azt az F gyár készítette, 

21 mibállan és azt a X gyár készítette? 

V.2.13. Egy gyárban két szalagon ugyanazt a terméktínust szeretik össze, Az első 
szalag mellett gyakorlatt szakmunkások 105£-os selejttel, a második szalag mellett 
kezdő betanított munkások 2696-os selejttel végzik a szerelést, Véletlenszerűen 


kiválasztunk mindkét szalagról lekerült termékek közül egyet-egyet. Mekkora annak 
valószínűsége, hogy 


aj mindkettő hihás. 

bi egyik sem hibás. 

c) legalább az egyik hibás, 

d pontosan egyik hihás? 

V.2.14. Egy műhelyben egymástól függetlenül öt forgácsoló gép működik. Az 
egyes gépek napi Ozermszerű működésének valószínűsége 09. Mekkora annak való- 
színüsége, hogy égy véletlenszerűen kiválasztolt napon 


a) mind az öt gép üzemszerűen működik, 

bi egyik sép sem müködik, 

c) [legalább egy gép működik, 

di legfeljebb egy gép működik? 

V.2.15. Egy üzem három különböző termelékenységű gépe ugyanazt a termékei 
gyártja. Az X gép naponta 10 db-ot, az Y gép 15 db-ot, a Z gép pedig 25 db-ot gyárt. 
Az X, F, Z gép naponta gyártott termékei között átlagosan szépséghibás 8,3, 0.5, al. 
0.5 db. Az egy nap gyártott összes terméket tartalmazó ládából véletlenszerűen kive- 


szünk egyet és megállapítjuk, hogy szépséghibás. Mekkora a valószínűsége annak, 
hogy azt az X gép gyártotta? 


HARMÁDIK FEJEZET 
Valószínűségi változók és jellemzőik 


Egy kisérlet által meghatározott valószínűségi mező ismeretében 
rendelkezünk azokkal az inlormációkkal, amelyek lehetővé teszik a 
kísérlet részletes vizsgálatát. Az cseménylér cseményeinek vizsgá- 
lata helyett célszerűbb az eseményekhez rendelt, megfelelően ér- 
telmezett valós számokkal végezni vizsgálatainkat. Ámennyiben az 
eseménytéren értelmezünk egy valós értékű függvényt, akkor az 
analízis jól kidolgozott eszközeivel is elemczhetjük a véletlen jelen- 
ségek törvényszerűségett. 

Tekintsük például az első fejezetben tárgyalt kockadobással vég- 
zett kísérletet. Láttuk, hogy a (2) cseménytér hat elemi cseményt 
tartalmaz: A, az l-es dobás, Aa a 2-cs dobás,... Ag a 6-os dobás 


a z z " Ld ro dd fj ii 
cseménye. Mindegyik esemény valószínűsége g azaz PIA z. 


(I -I,2,....69. Ezt a jelenséget a következő módon 15 megfogal- 


mazhatjuk: A kockadobás kimenetelét egy olyan X változónak 
tekintjük, amelynek értékei, a lehetséges eredmények, az 1. 2. 3. 4, 
5 és a 6 számok. Az XA mindén dobásnál czek közül csak egy értéket 


vehet fel, éspedig z valószínűséggel. Vizsgálhatjuk pl. a 3-nál na- 


gyobb szám dobásának, vagy a 2 és 5 közötti szám dobásának való- 
színűségét Is stb. Az X változó jelenthet pl. a Balalon vizének 
véletlenszerűen kiválasztott időpontokban mért hőmérsékletét, egy 
célgépen gyártott termék véletlenszerűen kiválasztott darabjának 
valamely méretét, stb. Az Ilyen változó értékei véletlentől függő 
számértékek. 

Definíció. Ha cgy kísérlet minden lehetséges kimeneteléhez, azaz a 
kísérlet teljes eseményrendszere mindegyik elemi cseményénhez 
egyértelműen nozzárendelünk cgy-egy valós számol, akkor a 
halmazon egy valós értékű függvényt értelmezünk. EzlL a függvényt 
valószínűségi változónak nevezzük és X-szel (általában az áhécé 
dölt nagybetűiveh jelöljük. 
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A valószínűségi változó jelölésére a X helyett a € görög betűt is 
használjuk. 

Ha cgy kísérlet során az A; elemi csemény kövelkezik be, és eh- 
hez az x, értéket rendeljük, akkor ezt az X valószínűségi változó 
egy lehetséges értékének mondjuk és az X — x; jelölést használjuk. 
Ekkor az A; elemi esemény valószínűségét P(X — x;) jelölt. 

A következő pontokban a diszkrét és a folytonos valószínűségi 
változókkal valamint azok jellemzőrvel ismerkedünk meg. 


3.1. Diszkrét valószínűségi változó 


Definíció. Egy X valószínűségi változót diszkrétnek nevezünk, ha 
csak megszámlálható számú értéket vehet fel, azaz lehetséges érté- 
kcinck halmaza véges vagy megszámlálható halmaz. Pl. diszkrét 
valószínűségi változó a kockadobásnál kapott pontszárnokkal mcg- 
határozott vállozá, 


Legyen az X valószínűségi változó lehetséges értékeinek hal- 
maza Dxr.x2...sXpt, akkor ezi röviden X(0)-val jelöljük, azaz 
XID]Jelin aa ín]. Az X-x, esemény beküvetkezése azt 
jelenti, hogy a valószínűségi változó értéke az fxp.xo....xj hal- 


mazba esik. Ennek értelmében a biztos esemény az, hogy a való- 
színűségi változó valamelyik lehetséges értékét felveszi. Ázt 15 
mondjuk, hogy a biztos esemény valószínűsége, azaz 1, a valószi- 
nűüségi változó lehetséges értékein osztik el. 

Az X valószínűségi változót adottnak tekintjük, ha Ismertek a 


pip- PIX —x) (izl,2.....m) 
valószínűségek. Ezf úgy ís mondjuk, hogy 9; annak a valószínűsé- 
ge, hogy az X valószínűségi változó felveszi az x;(r—1,2.....m) 
értéket. 
Ha X(09- di, x2....s Xn], akkor az xy (iz, 2,...,7t) pontok- 
ban képzett p;—- P(X - x;) valószínűségekkel egy valószínűségi 
mezőt kapunk. 
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Definició. Az X6(0h halmazon 
vix1—p—- HA s xy) (r5—]l,2....n) (11 


képlettel adott függvényt, az A változó valószínűüségeloszlásának, 
az 


F(x)s 2 Pi (17) 
XX aXx 
függyényt. ahol az összegezést mindazon i-re végezzük. amelyre 
x, c x egyenlőtlenség fennáll, X diszkrét eloszlásfüggvényének 
nevezzük. A valószínűségeloszlást táblázatosan adjuk meg: 





Az, (1) formula azt fejezi ki, hogy az X valószínűségi változó az 
x, értéket p; — víx;) valószínűséggel veszi fel. A változó eloszlá- 
sál tehát egyértelműen jellemzi az, hogy a vállozó milyen értékeket 
milyen valószínűséggekkel vesz fel. 

Ha az X6.Xos..-.Xa jelölik azokat a különböző értékeket. ame- 
lyeket cgy diszkrét X valószínűségi változó pozitív valószínűséggel 
vesz fel, akkor a ÍX —X] (k —[,2,...,72) események jeljes ese- 
ményrendszert alkotnak, 

Az értelmezésből következik, hogy az X változó eloszlása kielé- 
síti a következő feltételeket: 


H 
a) vén) 20, és hb) Yvéxel 
(1-1 
Példák 


1. Egy kockadobás I, 2. 3, 4. 5. 6 Kimenctelei legyenek az X valószínűségi válta- 
zó értékei. Adjuk meg az X valószínűségeioszlását és eloszlásfüggvényének értékeit. 


Megatdats 
birvel a köckadobás kimeneteki közül bármelyik 3 valószínűséggel követ- 


kezhet be. így X valószínűségeloszílása: 


T vF 
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Mivel X 1-nél kisebb értéket nem vehet fel. így xz! esctén F(xJEPIX €xj—Ü. 
(Vagyis ÍX ax] lehetetlen esemény). Ha xz:6, akkor Fix P(x xs Pr lI. 
mivel az íX z x) biztos esemény, Ha lex532, akkor X valószínűségi vállozó az 
(UL) formulának megfelelően csak x-nél kisebb érléket vehet fel, vagyis az L számot, 


tehát F(x- F(X 21) E. Hasonlóan kapjuk, hogy 24 x £3 esctén X felveheti az 


] és 2 értéket, azaz Fixy— FIX 4x) -. sib. Téhát az X eloszlásfüggvénye: 


ú, ha xzl 

ii mehalex£2 

pitpo-ha2cxó3 
FO-imeperm ző hazex4 

mepemepzttaáerss 


pitpatpprpatpszzhascrzó 


é 
BP; F1 ha ast 


fszt 

Az X valószínűségi változó eloszlásának ábrázolását I. a 3.1.2. pontban, az elasz- 
láslüggvény ábrázolását I. a 5.2.L. pontban. 

2. Egy dobozban négy jó és három hibás tranzisztor van. Vegyünk ki a dobozból 
véletlenszerűen négy tranzisztort. Az X valószínűségi változó értéke rendre legyen a 
jó tranzisztorok száma, Táblázatosan adjuk meg a valószínűségi változó eloszlását. 
Megatdás 

Az X diszkrét valószínűségi változó, értékei pedig az x, —kiíkzl,2.3.4 
számok. Annak az éseménynek a valószínűsége, hogy A darab jó tranziszteit vettünk 
ki a dobozból a 

4yY 3 J 
4-K 


k 1 tk) 
pp eP(x zkKj- 


4) 


(k—l, 2, 3. 4) 


formulával szármítható ki, tehát 


3.£.d. A várható érték za 


tő 3 4w3 

ti a 212) [ő 

pp ePéx -Íj- T szg [; p— Ax -217 7 mag [; 
3 3 


3) 4 3] 

311] 1 410] J 

— szja — E — : am sm d 1 — — " —-fi 
psz Pi X 53] mum T- 34. ns zPíiXzed TT 75 Ő Ü3. 
3 13) 











(A kerekítési hihák miatt tér cl az összeg az 1-töl 


3.1.1. A várható érték 


Ha egy valószínűségi változóra vonatkozólag független kísérletso- 
roözatot végzünk, akkor a változó által felvett értékek egy meghatá- 
rozott érték körül ingadoznak. A valószínűségi változót jól tudjuk 
jellemezni azzal a valós számmal, amely körül a változó tapaszta- 
latr értékeinek az átlaga ingadozik. Ezt a valós számot várható 
értéknek nevezzük. 


Definíció, Az X diszkrét valószínűségi változó AZ(X3-szel jelült 
várható értékének, ha closzlása a 
miez pp Pit —x) GF —L2,... mm) 


összefüggéssel adott, az. 


1 
MEX)zajvtap b xavlxa) b... eb XX) z 3xgy(ay) (2) 
is] 
képlettel meghatározott számot nevezzük. 
Más megfogalmazásban, az M(X) az X valószínűségi változó 


lehelséges értékelnek a súlyozott átlaga. Szokásos jelölése mér 
EeX). MM, Hm, vagy A. 
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A (2) képletet az X diszkrét valószínűségi változó várható érté- 
kének kiszámítására, ha az x; értékeket p; valószínűséggel veszi 


fel, az 
Fr 
MO Ép 25 
1—i 


alakban használjuk. 
Féldák 

1. Két szabályos kockával végzett kockadobások esetében a 2 esermményteret 36 
rendezett szárnpár alkotja: 


0 c KID. E. ..., (6.5, (6, 61[. 

X értéke legyen a 2 elemeit képező (a, b) számpárokból mindig a nagyobbik 
számmal egyenlő, azaz X(a.d) s maxía,b) Ekkor az X valószínűségi változó lg- 
hetséges értékcinek halmaza: 

X(Oyzf.2.3.4.5.6]. 


Számítsuk ki az X változó p; —v(x;) eloszlását és M(X) várható értékét. 
Megoldás 


ÁZ KI.Di esemény csak egyféleképpen következhet be, a . nagyobbik szám 2 
esemény háromféleképpen kövelkezhet be, stb. tehár 


v0)—- P(x z-PÚLDh ze: 


3 
ide P(X 7) PLD (2.22 --g 


(e PeX -3- PG D. 2. ÖN (2 I, L9bese: 


s hasonlóan kapjuk, hogy 
b 
vi4d1— PiX s 4] — 38" 


—§j ez; 
ve P(X -5) egg: 


A kapott eredmények alapján az X valószínüségeloszlását táblázatosan is meg- 


adhatjuk: 
E TETETETET Te 


mot seT ses 
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ES E EI hr, E 


Az A várható értéke a (2) formula szerint számolva: 


a 1 235 7 29 II 161 
M(X)- 9 xvlx)-1—42— 434 415—16— ss 447, 
38 36 AM 36 30 36 36 


Természetesen sosem lesz a kél kocka dobásánál megjelenő nagyobbik szám 
447, pusztán az egymás utáni dobások max(a,t) pontszámának átlaga fog 4.47 
körül ingadozni. 


2, Égy kockával végzett kísérletnei kapott valószínűségeloszlásból (1. a 3.1. pont 
példájátd szárnított várható érték: 


6 
M(X)E A pia, -g052r3144546)-Él 35 

fel 
is csak azt mutatja, hogy az egymásutáni dobások pontértékének állaga a 3,5 várható 
érték körül fog ingadozni, Pl. ha kélszer 100 dobásos kísérletnél az egyes dobások 
pontjait összeadva 346-ot, il. 349-et kaptunk eredményül, akkor ezek átlagát képcz- 
ve 346/7100—346, ill. 5345/10075349, azaz mindkét esetben 3,5-hez közeli. dé 
attól eltérő értéket kantunk. 


Megjegyzés 
Tegyük fel. hogy az X valószínűségi változó végtelen sak, 
XI..E2y....Xyr.. ÉTtéket véxy Véxra d... VOXg).... valószínűséggel 


vesz fel, akkor abban az. esetben, ha 9 v(xy)a; végtelen sor abszo- 
j-] 


lút könvergens, azaz xy VÉX; Je] sz too, a várható értéket 
j-] 


M(X)7- 3 V(x)x; 
1-1 
képlettel számítjuk. 


3.1.2. Vonaldiagram és hisztogram 


A diszkrét valószínűségi eloszlásokat vonaldiagrammal vagy hisz- 
togrammat szemléltethetjük, A vonaldiagramot úgy készítjük, 
hogy a Descartes-féle derékszögű koordinátarendszer x-tengelyén 
kijelölt pontokhoz az X lehetséges értékeinek megfelelő számokat 
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írjuk egy adott távolságegységgel, és a pontokra olyan — x-tengelyre 
merőleges — egyeneseket ileszlünk, amelyek hossza arányos a 
szóban forgá pontakhoz tartozó valószínűségekkel. A 3.1. pontban 
tárgyalt példa valószínűségi eloszlásának vonaldiagramját a 10. 
ábra, a 3.1.]. pontban tárgyalt 1. példa valószínűségi eloszlásának 
vonaldiagramját a 11. ábra szemléltett. 


D 
MELL [o] 
5F—— ee — eh — jer 
1 2 3 4 vi B x 


fü. dobra, XA valószínűségi váftazó elosztásának vönaldiagreinja 


Vix) 





1 2 6 a 5. 6 Ai 


ÉL. abra. A valószínűségi változó eloszlása 


Az ábrán azt rajzoltuk fel, hogy a valószínűségi vállozó az 1 ér- 
l 3 1] 
téket —, a 2 értéket —-, és Ív tovább, a 6 érléket —-— valószíi- 
36 36. Í 36 
nüséggel veszti fel. 


Félda 


A 3.11. pont példájának € escményterén mast a két kockával dobott nontszámok 
összege legyen az X értéke, azaz 


XiaByzáuadrb 
képlettel képezzük a valószínűségi változó értékelt. 
Meguldás 
X(01712.3.4,5. 6.7. 8.9,10.11.12j. 
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Az A valószínűségi változó el.x , eloszlásának táblázata: 


o he [2]/57 
ENESENEN 


véx) ] 1736 e 


PL. véS1- PEX — 5) z PÁLAZJA32441h- e 





Az X várható értéke: 


ÉT 
MOXzY xx 2- La e Za. 252 
27 ezet ag tet eag Reg 


Az X valószínűségi változó eloszlását a 12. ábra szemlélteti. 


63803 (xi) 


ast 
4738 







12345 6 7 B § 10 11 12 x; 


t2. ábra X valószínűségi változó eloszlásának voraldiaeramiét 


VÉXx) 





dő 
HELL LLL ebe 


f3. ábra, Az XA vatószínűségi változó elosztásának Hisztagramig 


Ha a valószínűségi eloszlást minden x,-nél azonos szélességű, 


egytnáshoz illeszkedő téglalapokkal ábrázoljmk, és c téglalapok 
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B 
területösszege pontosan 1, akkor hisztogramot kapunk. A légla- 
lapok szélességét tehát úgy kell megválasztam, hogy összeadva az 
egyes téglalapok alapjának v(x,)-vel ll. a vix;) -vel arányos tég- 
lalap magassággal képzett szorzatát eredményül pontosan l.-et 
kapjunk. E példánál a léglalapok alapját 1-nek válaszíva a hiszlo- 
gramot a 13. ábra szemlélteti. Vegyük észre, hogy a két tengelyen 
az egység megválasztása lényegesen eltér. 
Félda 

Egy kockajátékos a banktól páros szárm dobása €sttén a pontszám 18-szorosát 
kapja forintban számolva, páratlan szám dobása esetén pedig a játékos fizet a bank- 
nak. éspedig a pontszám 24-szercsét, Szárnítsuk ki a várható értéket. 
Mepoldás 


Az cseménytér: de 12.345 őj Az K valószínűségi változó értékkészlete fű já- 
tékos nyereségét pozitív, veszteségét negatív száminal jelölve): 


X(15—1-24——24, X(21-218-36. XI317-3.24——77, 
Xídds4.18— 72; X£5)-—5.-24——120; X(6)-6:18-JÜ8, 
tehál 


xren - Ba, 72, 108,— 24, -72,—1201 
Mi FI KRT 
Egy szabályos kocka feldobása esetén bármely pontszám bekövetkezése a való- 


színűségű, tehát az X változó véx;) eloszlása táblázatosan: 





A várható érték: 


l L216— 216 
MEX) 736572. 08.524 1 ga.1 po. 21526 


— - Ü. 
ja) ja) iz) ő €) iv) 


Az ilyen rendszerű játékot, vagyis ahol a várható érték ü, kor- 
rektnek nevezzük. A játékos szempontjából kedvező a jálék, ha a 
várható érték pozitív, és kedvezőtlen, ha negatív. 


Pülda 


Tegyük (fel, hogy a kockadobás játékszabálya most a következő: primszám dobá- 
sakor a játékos a pontszámmal azonos forintot nyer, nem prímszám dobásakur pedig 
a ponlszámmai azonos ferintot veszít. Számílsuk ki a várható értéket. 


3.1.3. A szórásnégyzet fvariancia) és a szórás (diszperzió) ef 
SET E ETT ÉB EZÉ IVa nete e És a SZÓFES (ÜLSZRErziői At 
Megoldás 


Az előző példához hasonlóan végezzük a számításokak Az X valószínűségi vál- 
tozó végy) eloszlása táblázatosan: 





A negalív számok a játékos veszteségeit fejezik ki, ha ner priímszámot dob. A ja 
ték várható értéke: 


. j l 2. it 1 I I I 
MTXI—-2 —43-245 0] Ssd4d-——§ 2 — 
ze geg tege eget géz 


A játékszabály a játékos számára kedvezőtlen, mivel a várható érték negálív, 


3.1.3. A szórásnégyzet (variancia) és a szórás (diszperzió) 


Milyen további számértékekkel jellemezhetjük egy kisérletsorozal 
eredményeit? 

Különböző jelenségek jellemzésére köznapi értelemben is gyak- 
ran használjuk az átlagértéket, amely megfeleltethető a várható 
értéknek. Azonban pusztán az átlagértékből Ilcvonható következte- 
tés könnyen megtévesztő, hamis eredményre vezethet, Pl. a 60 éves 
nagyapa és a 6 éves unoka átlagéletkora 33 év, ami a nagyapára 
vonatkozólag igen kedvező, de nem úgy az unokára. Az X valászí- 
nűségi változó eloszlásának a jellemzésére tehát a várható érték 
mellett a várható értéktől való átlagos eítérésnek a mértéke is fontos 
információt szolgáltat. 

Egy jelenségre vonatkozó kísérlelsorozat mérési adatainak jel- 
lemzésére tehát rendszerint megadják az egyes mérési adatok elté. 
rését átlaguktól, az átlagtól való eltérések négyzeteinek átlavgál, 
valamint az utóbbi négyzetgyökét, Ennek megfelelően egy valószí- 
nüségi változó várható értékének kiszámítása mellett azt ix mege 
vizsgáljuk, hogy a változó értékei mennyit térnek el a várható ér. 
téktől, ill. mennyire , szórnak" a várható érték körül. 

Légyen adott az X diszkrét valószínűségi változó és eloszlása: 


ETT TT 
Va) 
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Definició. Az X valószínűségi változó szórásnégyzetének ívarian- 
ciájánaki az (X — my valószínűségi változó várható értékét ne- 
vézzük, azaz a 
2 . 2 2 
DEX) 3 (ap njővlx) z MMX —m)") (1) 
i-t 


formulával adott számot, ahol in az X várható értéke (m— AfiX 1]. 
A szórásnégyzet szokásos jelölése még s, 6" és VartX). 


A szórásnégyzet jellemzi lchát az X-rc vonatkozó égyeés mérési 
adatok eltérését átlaguktól. Más szóval az adatok négyzetes közép- 


hibája DÉ(X) körül ingadozik, 


Definíció, A DÍ(X) szórásnégyzet pozitív négyzetgyökét az X va- 
lószínűségi változó szórásának (standard eltérésének! nevezzük, 
azaz 


D(X)-4M(X-m)y). (2) 
A szórás szokásos jelölése még s, CG és JVar(X). 


A szórás tehát a valószínűségi változó várható értéke körüli in- 
sadozásainak áttagos nagyságát jellemzi. 

Az X valószínűségi változó szórásnégyzetének egyszerűbb ki- 
számítását teszi lehetővé a következő tétel: 


Tétel 


DX) eV xfvlx)j—m" - M(X)-m. (3) 


nm H 
A tétel bizonyításához a 5 xyv(x,)-m ésa 3 víx,)—l össze- 


függéseket használjuk fel: 


fi fi 
I(x—-m éve) — EGT —2mxz hm) vi xp) — 


ri r-] 


a. [3 A szörásnégyzet fvartancia) és et szórás í ediszperzió) 83 
TETTETETT TÁM Ve INNÉT EL MAA AA a ra TTL LE a e, erem 


dj A1 Ft 
— vér . 
- pa XX] — 2mxvüx;) Lz mV v(x;) — 


ii iz] ize] 


H Hé; 
k 2 
- pals VX) — 3m am! - Mxfvlx) a mm. 
r—] —i 
A (3) képletet az X diszkrét valószínűségi változó szórásnégyzeté- 
nek kiszámítására, ha az x, értékeket p,; valószínűséggel veszi fel, a 
7" 
a H a li ] 
DUX) 2 Ya p-Ygp (37) 
:—i1 iz] , 
alakban használjuk. 
Féldák 


1. Számítsuk ki az X valószínűségi változó 





táblázattal adott eloszlása alapján várható értékét, szórásnégyzetét és szórását, 
Mepoldás 
A várhafó érték: 
s 
mez M(X)- Rh ay(x)——10340-01-1-D1-42.03-43.0.2 —1. 
7—I 
A Szórásnégyzet: 
DX) ze MOXÓ)— mt (1034 07-ON A 014220 34 32.02-1?— 24 
Á Szórás: 
D(X)- 424 —15492 
2. Bobjunk fel két kockát, és az X valószínűségi változó értéke legyen a két ponl- 


szám közül mindig a kisebb pontszámmal egyenlő, Számítsuk ki X eloszlását, vár- 
ható értékét És szórását. I 


Megoldás 


A lehetséges esetek száma: 35. A legkisebb pontszám 1, két kockát feldobva va- 
lamelyiken az 1 pont 11 esetben fordulhat ció, a 2 mint kisebb pontszám § esetben 
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fordulhat elö, ... a 6 pont csak egy cselben, dupla hatos dobása esetén fordulhat elő 
.kisebb" számként. Így az eloszlás táblázata: 





Il. 9. 7 5 7 jú 
z]-—-42 —33--— 44 — 545 -W— tb —— 253. 
tag téag get ag TB 36 


jú 
A szórásnégyzet, DÜ(X) 5 Vart X) - pa XI B:—-i 7 


is] 
szg 12893 744565 3467 1—-253 
z 8.36-644—L56. 


A szórás; DXyzfvanX) - 4196 zlkd. 
Megjegyzések 


1. A várható értékre, a szórásnégyzetre és a szórásra érvényesek az 
alábbi tételek; 


a) MIRXI-RM(X) ke KR 

bh MIX tkjz M(X)ak; 

c) M(XI4Xa-..tX,1- MIRAMAX gyk. Pt M( A, 
anol XI. Xa,... XX, ugyanazon a € eseménytéren értelmezett való- 
színűségi változók; 

d) DUX ak) DÍX), 

e) D"(aX 4k) za DÉ(X), ae; 

fh D(X ak) D(X); 

a) D(aX 4k)-jal: D(X. 


2. Gyakran a számítások egyszerűbbek, ha az X valószínűségi 
változó helyett az 


3.14. Falószíinűségi változók együttes- és peremetoszlásai haj) 
XA —M(X) I I 
Xt-— —— 


valószínűségi változóra térünk át, mert ennek várható értéke Ü és 
szórásnégyzete I, azaz 
M(Xr)-0, D(X)-I, (Pr) 

Az X7-ot normált vagy standard valószínűségi változónak ne- 
vezzük. 

A 09) állításokat az a), b), 2). e) télelek felhasználásával igazol- 
hatjuk, ul. 
f A -M (A) 1. ] 





MGD-MI BTK] Dpexy mM (4—-M(X))- 
nd. li 1. 
—pixgy ta) M(XII-Ü; 
ÉS 

2.gsj a pa 27 MCÁI ÍJ] DD 1 2 a. 

PP (X")-pD ! DG) ú? (XX — MIA z 
8 7 D?(X)-1. 

DS(X A 


3, Egy pozitív X valószínűségi vállozó szórásának és várható ér- 
tékének 





EX) 
MO ( MÍXIA0) 
hányadosát X relatív szórásának nevezzük. 
14 


HR. a 2. példa valószínűségi változójának relativ szórása: 73 zÜ35a, 


3.1.4. Valószínűségi változók együttes- és peremeloszlásai 


Miként vizsgálható két valószínűségi vállozó kapcsolata? 
legyen X és Y a 0 eseménytér két valószínűségi változója: 


XID) zi x2er Xn b és VCD) Így 92 b. 


86 FVALÓSZÍNUSÉGSZÁMÍTÁS 





Képezzük az 
X(DXY(D) — (x.y. (an. 2. Cam) 
PDescartes-szorzatukat és minden (x,y) rendezett párhoz rendel- 
jük hozzá a PA -x;, Y-y;) valószínűséget, melyet WÉxXy,Y j) -vel 
jelölünk. 
Definíció. Az X(Ohx Fr) halmazon értelmezett 
nf x,y 1 BEX xy Y—y;), 
(isz12...mezl2....mi o 09(1) 
függvényt az X és Y, ili. (X;Y) valószínűségi vektorváltozó 


együttes eloszlásának vagy együttes diszkrét valószínűségelosz- 
lásnak nevezzük. 


Az X és Y együttes eloszlását az alábbi táblázattal adjuk meg: 

















HŰ X.Y ) wi xy . Ya) MÉ Pug) 


HÁ Xa yi) HE a ya) HÉ Aga Yin) 





HAT $a . HT j HA háp] ] WE Ág: Ya) 


A táblázatban a v(x;) jelöli az i-edik sor clememek, ulyj] Pe- 





dig a 7-edik oszlop elemeinek az összegét: 


17 fi: 
víg) z mü yyb uty dzs Re mlx 9, (2) 
ar 


JI 


amelyeket marginális (határ-jeloszlásoknak vagy peremeloszlá- 
söknak nevezünk az A, ill. az Y vállozókra vonalkozólag. 
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Nyilvánvaló, hogy a w együttes eloszlás eleget tesz a 


4 HI 
w(ixyjjz0 és 2 2 wixyj)-] 


r—I 77] 
feltételeknek. 
Az X és Y valószínűségi változók együttes várható értékét 
MEXY) z dxgy ml yg) (3) 


íj 
formulával szárítjuk ki, ahol az összegezést i, és 7 mdexek minden 
lehetséges értékére végezzük, ugyanúgy, mint az előbbi képletben. 
Ha A és F független valószínűségi változók, akkor az együttes el- 
oszlás: 
ix, ya zvüg) úly; 
Példa 


Két szabályos kockával dobásokat végezve — mint azt a 3.1.t. pont példájában 
láttuk — a € cseményteret 36 rendezett számpár alkotja: 


0 7 KI1.(1.20.... (6.5). (6.604 . 
Az X valószínűségi változó érteke a € elemeit képező (a.b) számpárokból mindig 
a nagyobbik számmal Ícgyen egyenlő, azaz X(a,b)- maxía,b) , az F változó értéke 


pedig mindig az (eb) számpárok összege legyen, azaz Y(abh—a1b, vagyis 
xyz LG 456] és FEDY- Za 45678 OIOLLIZ. 
Az X((Mxriü Descarres-szorzat a 9 eseményteret állítja clö: 
X(OxY(2) 20.(19).. (SAD (SID. 
Készítsük cl az X és Y változók együltes eloszlásának táblázatát és számítsuk ki 
ujaz MÍXYIz ba x,y mix. y,) várható értéket, 
9. 

b) adjuk meg az Féx,y) eloszlásfüggvény néhány értékét, 

cl A és Y változók perem-closzlásfüggyényélt, 

d) számítsak ki az eloszláslüggvény értékét x— 2.5. y— 3.65 helyen együttesen, 
ii. külön-külön. 
Megoldás 

A maxia bjel és atb—2 csak egyszer fordulhat elő a lehetséges kimenetelek 


közül, tehát n(I,21 --z Ha a számpárok közül cgyik scm nagyuabb 1-nél. akkor 2-nél 


nagyobb dobás nem jöhet létre, tehát wily,)—0, ha y;-3,4,....12. Hasonlóan 
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kapjuk a wi22y7-ü, H(23)— Eri wi2 di — 7E wi2.5) zs 0. stb értékeket. Az együt- 


tes eloszlás és a peremeloszlás lablázata, lehál a következő: 


EZENESENENET EE 
rehefebetetete 
; KÖEJEJEJ KEKE KNKBEZA 
elebe 


CETENEZTEKT ESET 


ar Az 6 (xy) Fi várható értéke a (3) formula szerint számolva; 













Halat 
rar 1 


jani 





l 
- 
a 
ned 
ar 













azz6 [ 5750 





I 2 l 
2. —s 34.22 
MY e, mar Vg [H2gt 3-2 azgtőtzgt t612—g 34, 
Ü, haxilvagy y s 2 
l ; 
eze alcxszdiésíg yt 3 
ET halgass désl d 
3et0-3g hazcxsjéséís yó 
JE halzxzléságys4 
44-52, halexd3észeyed 
ab 34 36 7 
a j 2 a ; 
Cd a EG az ; EL 

mp fe 3636 EYő móceádésieyei 
ré halcxélésácyeS 
e halzasjéságya; 
ga) 
—- : 7 d te haz 
18" mácisdlsícyso 
L, had zxéslídy 


31.23. A valószínűségi változók közötti kapcsolat Szorossága öv 


v) Az x változó perem-eloszláslítggvényét az XA marginális eloszlásának üsszege- 
zésével kapjuk: 


10. har] 
I 1] 
1 TRRRRRRRB a aa 
36 halex£2 
EL haler£3 
: 36 

F,(xrs ize hajzazádt, re Kéz PF. (xi PÜX zx) 
6 
36 hadai á5 
Eri haszaxzó 
I, haá zar 





r 


Az y váliozó peremeeloszláslüggvényét az Y marginális closzlásának összege- 
zésével kapjuk: 


(h hayc2 
Er haza yz3 
EY 2. base yst e Rés Ely) PI ey] 
3 padcys5 
L, hal2ey 
d) FOSZ zZz EZAZ ZF (3617 


3.1.5. A valószínűségi változók közötti kapcsolat szorossága 


A valószínűségi változókról fontos tudnunk, hogy függetlenek-e 
vagy sem. Ha az X és Y független valószínűségi változók, és közü- 
lük az egyik ismert, annak alapján a másik változóra nem nyerünk 
új inlormációt, Pl. abból, hogy ismerjük az XA változó eloszlását, a 
tőle független F vállozó eloszlásáról még semmit sem mondhatunk. 
A gyakorlati feladatokban előforduló valószínűségi változók között 
azonban gyakran van bizonyos összefüggés. Általában, ha az X és Y 
változók nem függetlenek, akkor az cgyik változóról nyert infor- 
mációkból a másik változóra is szerezhetünk miortnációkat. Pl. ha 
egy gépkocsi sebessége nő, akkor a fogyasztása 185 nő, vagy Egy 
árucikk árának ugrásszerű növekedése, az árucikk kereslelőnek 
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csökkenésével jár. Az ilyen típusú változék között általában nem 
függvénykapcsolatról van szó, hiszen a valószínűségi vállozó Érlé- 
kcinek létrejöttét számos véletlenszerű hatás befolyásolja. A való- 
színűségi változók közötti kapcsolatot sztochasztikus kapcsolat- 
nak nevezzük. 

Az X és F valószínűség! változók közötti összefüggés számszerű 
jellemzésére, a valószínűségi változók közötti sztochasztikus kap- 
csolat szorosságának mérésére bevezetjük a kovariancia és a kor- 
relációs együttható fogalmát. 

X és Y valószínűségi változók összege, szorzata, a változók és 
várhaló értékük különbsége és czek szorzata, valamint várható 
értékük szintén valószínűségi változók. A valószínűségi változókra 
vonatkozó vizsgálatok azt mutatják, hogy ha az X és Y vállozók 
szoros kapcsolatban állnak, akkor a várható értékeiktől való eltéré- 
seik együtt növekednek ill. csökkennek, és így a várható érlékükkel 
képzett különbségek szorzata pozítív, azaz. 


(X -M(XIMXY -MEY) 50 
vagy, ha a várható értékeikhez képest ellenkező irányba változnak, 
akkor negatív, azaz 

(X—-M(X)ÍY—-MrY)) e 0. 


Ezek alapján arra következtethettink, hogy az 
(Xx—-M(XIIY—M(r)) 
valószínűségi változó várható értéke az X és Y változók függöségé- 
nek mérésére számszerű Információt ad. 
Definíció. Legyen X és F diszkrét, véges valószínűségi változók 
együttes eloszlása w, a várható értékeket jelölje mm. és m., akkor 


kk orFd 


az X és Y változók CovfX,Y)-nal jelölt kovarianciáján a 
Cov(X,YI-D (a-moll gy jmmmix gy pjeM kXx-m, (Y-m,)) (4) 
Í.d 
számot értjük. 
Minthogy az X és F diszkrét, véges valószínűségi változók, czért a 
2 gy y- LYyl) 7 it; 


ij) i 


3.§.5. A valószínűségi változók közötti kapcsolat szorossága 9] 
pass HÉ, v;) - DX; (xx) —-— Mm 
íg i 

Cs a 


pa mix, yy)—i 
hj 
összefüggések felhasználásával a (4) képletet számításra alkalma- 
sabb alakra hozhatjuk; 
Cov(X fr) s 2 (x— HT KYj7 Mm. (Xi, yi 
ÉJ 
z 9 ogy wo 9, )— meny — M(XY)-metny. (5) 
ij I 


[a XA és F független valószínűségi változók, akkor 
mix, Yj) — v(axp) ugy), 
és Így 
MEAÁF sz Dog gwüxgyj) z DXgy lag) UGY 1 - 
ij .J 


t.i 
7 Vb) 2 ya) zM(XIM(Y) 
í Fi 


Az MCUAY)— MEXÖIM(Y) -ből (5)-re tekintettel következik, hogy 
CoviX,rFJ-0. de ez fordítva nem áll fenn, azaz CoviX,Y1-0- 
ből nem következik X és Y vállozók függetlensége. Mivel a ko- 
variancia nagyságát jelentősen befolyásolja a vizsgálatba bevont 
(xy, yj) adatpárok mértékegysége, ezért ennek kiküszöbölésére az 


A Me Teny 
IMXX] PD(F) 
standardizált változók koövarianciájár képezzük, mely már dimen- 
"óámentes: 


A 


s AZ 


XX ) MY) ) DAY) 
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Az összefüggés szorossága így függetleníthető az (xy. y;) adat- 


párok, a változók mértékegységétől. Ezek figyelembevételével ki- 
mondható a következő 


Definíció. Ha az X és Y valószínűségi változók szórása és kovari- 
anciája létezik, akkor az R(X,Y) -nal jelölt korrelációján az 
Cov(XY) M(XY )— HUN 
D(XIDÍY) XIV) 


képlettel meghatározott számot értjük. 


R(X,Y)z (6) 


A korrelációt a valószínűségi változók közötti kapcsolat erőssé- 
gének mérésére használjuk. Az R(X.Y) korreláció díimcnziómen- 
tes és az alábbi tulajdonságok jellemzik; 

a) RA YJERÍV,X), 

bh)-LER(X,Yisl; 

c) REX, X)—lI KiX-X17-l; 

d Riax h4b.cYrP)—RÉX.F) ha a c £0. 


Összefoglaló megjegyzések 


1. A kétváltozós együttes eloszlásokhoz tartozó változánkénti 
azonos peremeloszlások csetén ís különbözhetnek a kovarianciák is 
és a korrelációk 15. 

2. A G cseménytéren értelmezetl X és F valószínűségi változók 
függetlenek, ha 


PXz-xY-yp)- P(X -x):P(Y 5 yj) (7) 


(r—1,2,....m, fel 2....m) 


s cbben az csetben a w együttes eloszlás minden tagja a megfelelő 
peremeloszlások szorzataként állítható elő, azaz 


ni, yo zvixy) utyj] 
Ha X és F független valószínűségi változók, akkor 
a) M(X YI -M(XI-MÍY 


b) DX a Y)- DUX: DÍGY), (8) 


3.15. A valószínűségi változók közötti kapcsolat szorossaga ú3 


Feltesszük, hogy M(X rés Mr Y) létezik, akkor (21-re tekintettel 


a) M(A RY)- EX Ort y wys 
ij 


f 
zá MY) tp WY E 
ig ő) 


- DGYÁ; 63, y uty) MIA MG). 
i d 
b) Minthogy 
DÉ(X4Y)—- PF Og ty) wéxyp)—(M(X PV, 
i.J 
így négyzetre emelés, rendezés és aj-ra, valamint (23-re tekintettel 
DÉXaY)- Bxfvlg)-mi a $yiulyj)-mi s 
i d 
— DX) DÍ(PF), 

3.Ha az XA cs F valószínűségi változók függetlenek, akkor 
R(X,Y)- 0. Ez az állítás fordítva nem ál! fenn, vagyis nem követ- 
kezik R(X,Yp—0-ből, hogy X és Y függetlenek, Ilyenkor azt 
mondjuk, hogy a valószínűségi váltözók koörrelálatlanok Ha 
R(X,F)- EI, akkor a valószínűségi változók között NIneáris függ- 
vénykapcsolat van, azaz Y —aX 4 b, ahol a és $ konstansok, és ez 
fordítva 15 igaz; ha viszont —ia R(X,Y)xl, akkor az R(X.F]) 
értékéből nem lehet a valószínűségi változók közötti függvény- 
kapcsolat milyenségére következtetni, pusztán a kapcsolat lineáris 
jellegének erősségét lehet becsülni. Ha IREX,Y)I közel van az 1- 
hez, akkor azt mondjuk, hogy X és F erősen körreláltak. A (6) 
formula alapján mondhatjuk, hogy az X és F valószínűségi változák 
korrelálatlanok. ha 

M(XYi- M(XIM(Y)], 
il! , (8) formulára tekintettel, ha 
DUX AY) sz DX) 4 DÍTV), 
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Példa 


1. Számítsuk ki az 


2 eszlop 


együttes eloszlásokkal adott X és F, valamint 7 és V valószínűségi változók kovari- 
anciáit és könreláciájukat. 





Megoldás 


A  peremeloszlások alapján egyrészt. látható, hogy az X és YF valószínűségi 
változók nem függetlenek, az egyilttes eloszlás lagjai ncm egyenlők a megfelelő 


peremeloszlások szerzataival, azaz mix, vh eévixi uíyjh az [és V valószínűségi 


változók pedig függetlenek, azaz viz, ye rég buy) 2 ath.], más- 


részt az X és [ valamint az F és Veloszlásai azonosak. 


A és [/ eloszlása: 


Y és V eloszlása: 





AzhY várnató értéke: 
MXYJ-2-4.042.10.546-4.—46-10.0 522. 


Az UV várható érteke: 
— 7, ... mm, 4 . 1 . A z 
M(V17-2 d rült lű HFtű-4 H4rá-J]ü An, 


3.Í.5. A valószínűségi valtazok közötti kapcsolat Szorossága G5 
X és [/ várható értéke: m, Em, --E md 
Kés V várható értéke m, — m, bh, 


A és Fr, valaimant Lfés V .kovarianciája: 


.2312—4-775—t; 


CovlX Ya M(XFYj—m om, 


covil ve MILL V])— mra, s 28-28 5ü. 


A és Fr, valamint [/ és Vszórásnégyzele És SZÓTÁSA 
z i 
DUX) z DU) z M(X?)-mi 222162 


har 


—d4" sz 4. 


D2(yy-Déw)- MY?) m —42.14109 2-t —9, 


y 2 
tehát 
DX)zDIU)zJ4-2 DI) DIV)- 9-3. 
Az X és F, valamint t/ és V kortelációja: 


- Covtá Ya —6 
REAY E DOXIZHY 6 l, 
COY(LLY) 0 


KU E DANDT 6 


Vegyük észre, hogy bár az X és [7 valamuni az F és V eloszlása azonos, de 
CoviX ris üovité VI és KRIX FjáRItE VI. 


Az X és F között, mivel RIX,Y)——1, lincáris Miegvénykancsolat van, éspedig 
3 
Fi 
fid. a IT. rész 4. fejezetét.) 

2. Egy szabályos pénzérmét dobjunk fel négyszer. Az X valószínűségi valtozó 
értékei legyenek a négy dobásnái jelentkező féjek száma. az Y valószínűségi változó 
pedig jelölje a tejdobás sorozat hosszát. Szárnítsuk ki az X és F változók együttes és 
peremeloszlását, kovarianciáját és korrelációját. 


y-—xti Az tUés V valószínűségi változók korrelálallanok, mivel R(f7V5—-0. 


Megoldás 
Négyszen feldobás (e1 (FF), írás (DD sorozat lehetséges eseteinek száma Iú: 
FEPF FERI FEIE EH O FPIRE FIFI FHF FRI 


IFEFF IPI IPIF IFPH OO UÚPT OO HFI HIF TITI 


ÓT TR TEN TERRORT TI 


4) 
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Az X valószínűségi változó (ier dobások számaj eloszlása: vii s mivel a ú 


d 
167 


fejdobás eseménye egyszer következik be, v(lh — e: mivel ! lejdebás négyszer kö- 


vetkezik bg, sib. 


Az X valószínátségeloszlásának táblázata: 





Az Y valószínűségi változó (fej dobhássorozat hossza eloszlása uit e TE 
gli 2, mivel a (§) ló cseménye közül 1 hosszúságú F sorozat 7 éselhen követ- 


kezik. be (aláhúzottakh, wi2) 7 ( a kétszer aláhúzottak, számuk 5]. stb. 


Az F valószínűségeleoszlásának táblázata: 





Az X és F nem függetlenek, így a peremeloszlások szorzataként nem állíthatók 
elő az együltes eloszlás tagjai, A 


nie szhiX mí Yzyi) fg. 4—-Ül 23.44) 


formulát alkalmazva kanjuk az erytüttes eloszlás táblázatát: 


jea) 
Felöe 


4 
16 
l 
KNK 
A. 
lő 





a 





Az XY várhaló értéke valamint m., és m, várható értéke: 


d 3 3 2 2 l 
—].1--22342-12r2. 2.643 2.643. 3.54 4.d4d.—-— 4735, 
MERTE LL egg te egg te égg ti egg tő Ti 7 z 
] 4 4. 4 l 
fh. Eat zn b na 4. E — 
m Eb TE et Tü jeti T 2 
I 4 ke z ] 
—-f-—rl-—42—43.—14-— z 169. 
m,-ú TS Tat Té et T lú 
Az X és Fr változók kovarianciája: 
Cor AY )z MIXYI-m s Mm, 4.25 - 338 — Ü 87. 
Az X változó SzórásSHÉBYZETÉ: 
F ke 2 azza hasz Da d az A a 
Pr Xiz MIA )—im, -1] et at Ter Ti z. 1. 
Áz X változó szórása: 
DX )-]. 
Az Y változó szárásnégyzete: 
DGYYEM(Y TD) —mi elb 22 ra Za 1 2 g6-096. 
EM emet Te 16 7 76 16 
Az F változó szórása; 
H(YV-098. 


Az X és Fr változó körrelációja: 


CoviA,FY) 087 
DOOD(YI  1-098 





RIX YI z Ü 8878. 


Az REX ,Y) közel van az 1-hez, ezért mondhatjuk, hogy X és F etősen korreláltak. 


3.2. Folytonos valószínűségi változó 


A diszkrét valószínűségi változók, mint azt az előző pontokban 
láttuk, értékeiket egy véges vagy egy megszámlálhatóan végtelen 
számhalmazból venetik fel. számos olyan véletlen jelenség Is van, 
amelynél a változó által felvehető értékek egy zárt [a,b] interval- 
lumba esnek. Pl. cgy villanyégő 0 és 1000 óra között (a [010001 
intervallumban: bármelyik pillanatban meghibásodhat (kiéghet), 
vagy a vízállást jelző mérőléc 0 m és 10 m jelző pontjai között a 
Duna vízállása bárhol lehet. 


08 VALÓSZÍNŰSÉGSZAMÍTÁS 


A valószínűségszámításban az ilyen problémák tárgyalására be- 
vezették az ún. folytonos valószínűségi változú fogalmát. Ez azt 
jelenti, hogy definiálunk egy olyan X valószínűségi változót, amely 
, folytonosan" vehet fel értékeket az Rk valós számhalmaz valamely 
részhalmazából. A folytonos valószínűségi változó definícióját leg- 
egyszerűbben az ún. eloszlásfüggvény segítségével adhatjuk meg. 


3.2.1. Eloszlásfüggvény 


Tegyük fel, hogy minden adott xe R értéknél ki tudjuk számítani 
a P(X ax) valószínűséget. Így minden x valós számhoz hozzá- 
rendelünk cgy P(X z x) valós számot, azaz egy valós-valós függ- 
vényt definiálhatunk. Jelöljük ezt a függvényt Ffx) -szel, és legyen 


Fix P(X cx) vreR (1 


Definíció, Az (1) formulával adott F(x) függvényt az X valószí- 
nűségi változó eloszlásfüggvényének nevezzük. 


Az értelmezés szerint tehát az F függvény értéke az x pontban 
annak a valószínűsége, hogy a X változó értékei kisebbek mint -x. 

Az eloszlásfüggvény értelmezéséből következik, hogy F(x)-re 
teljesülnek az alábbi tulajdonságok: 

1. Fíx)2ú; 

2. monoton növekedő, azaz Va,b esetén, ha a cb, akkor 
F(a)z Ftb) 

3. lim FfxJ-0 és lim F(x)-lI; 

Xpt X—rtoa 


4. F(x) minden pontban balról folytonos, azaz vVce RK esetén 
lun Fí(xi- Ffc). 
1—(—Ú 


Ha egy függvény eleget tesz az 1.—4. pontokba foglaltaknak, ak- 
kor valamely foivtonos valószínűségi változó előszlásfüggvényé- 
nek tekinthető. Figyelembe véve az előzőeket definliáihatjuk a foly- 
fonos valószínűségi változót. 


3.2.§. Eloszlásfügevéry 09 


Definíció. Ha az X valószínűségi változó Fí(x) closztásfüggvénye 
folytonos, akkor az X változót és az eloszlását 15 folytonosnak 
nevezzük. 

Példa 


Tegyük fel, hogy egy villanyégő véletlenszerű meghibásodási időpontja Ü és 
1000 óra között van (vagyis legfeljebb LÖ00 óráig jó). [atározzuk meg a jelenség 
eloszlásfüggvényét. 


Megutdás 


Ha a [0.19007 időintervallumot egy szakasznak tekintjük, akkor egy geomcetriai 
válószínűségi feladatra vezethetjük vissza a problémát. mert annak valószínűsége, 
hogy a 107 x] szakaszon éz ki az égő, arányos a szakasz hosszával. Jelentse az X 
valószínűségi változó a meghibásodás időpontját, azaz X a [D51000] intervailumból 
veheti fel értékeit. Nyilvánvaló, hogy 


PIX z0-0, 
mert X cü lehetetlen csemény (a meghibásodás időpontja negatív nern lehetj Az 
is világos, ha x 5 LŐÜ0, akkar 
P(X a xyzl, 
mert kimondtuk, hogy az égű 1000 órán túl biztosan nem üzeémélhet. Ha viszont 
0-7 x£T0ü akkor 


Lt 
FA ke KÁRETTTTÉ 


mert feltettük, hogy a meghibásodás valószínűsége arányos a szakasz hosszával. 
Tehát 


Ú., haxtú 
F(x)— P(X ax) — TÖGö haÚ z xz 1000 Úr) 
]l,  baxsziüüt 


A (FF) formulával adott F(xi eloszlásfüggvény gráfját a 14. ábra szemlélteti. 





ü 16006 kg 


23. ábra. Fíx) elesztásfügevény 
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Az eloszlásfüggvény ismeretében ki tudjuk számítani annak va- 
lószínűségét is, hogy az X valószínűségi változó értékei egy adott 
[a :b] intervallumba essenek. Érvényes a következő tétel; 


Tétel 
Ha F az X valószínűségi változó eloszlásfüggvénye, akkor 
Piasaabh— Fibh-Fta). (2) 
(Ti. ha az A, 8, € eseményeket a következő módon definiáljuk: 
A légyen X sa; B legyen X cb és C legyen agxcah, akkor 
mivel €-3§—-A és Aa H, ezért 


Pla Sx cb PCI P(B-4A)- BB)-F(ÁA)z 
- P(X cb) F(X c a)— F(b)— Fiak 


Példa 


A. tétel felhasználásával számítsuk ki a villanyégőre vonatkozólag annak való- 
színűségét, hogy a meghibásodás a 30. és a LÜ0, ára között következik be. 


Meguldás 


PG30 £ x c100) — F(l00— pg) — 0. 30 70 


008 1000 100990 


Megjegyzés 


A diszkrét valószínűséni változó eloszlásfüggyénye az x-ten- 
gellyel párhuzamos szakaszokból áll, ún. lépcsős függvény. Áz egyes 
intervallum szakaszokhoz a lépcsős függvény értékeit az alábbi mó- 
don számítjuk ks: 

fíxi-ú, haxsag 

Fé-pga haapzxsai 
Fíxi—potbpp haxj ax óXxa 
F(xi—-ptpr pa hasz cx8x 


F(x)—pgtppr.-.tPrp o haxp exXExXp4yd 


F(xyzl, hax, j cx, feltéve, hogy az A változó n számú 
értéket vesz fel. 


3.2... Elosztásfűg EVÉHY Hü! 


Példák 
1. Legyen az £ diszkrét valószínűségi változó eloszlási táblázata: 





Ábrázoljuk az F(x) eloszlásfüggvényt. 


Megoldás 
Ha xz-a] akkor Fíxi-(ü, 
—4zxsz2z akkor Fejsze 
22x£6, akkor F(x-i4i-i 
42 4 
ú2Xx akkor Fídel44s1 —1. 
4 2 4 
A megoldást a 15. ábra szemlélteti. 
NEMEI 





: H4 
aezdgdi 12345 87 x 





15. ábra. F(x) eloszlásfüggvény flépcsős függvény, 


2. Az adott függvények közül melyik lehet eloszlásíttegvény? 


Ü, haxcÜ x 
Fíryzd e je . haxs0 
a zi zet mosg VT fi hal cx. 
xtd 


Megoldás 
a) Fixi nem lehet eloszlásfüggyény, mert (0.4) intervallumban negatív; 
B) Féxi valóban lehet eloszlásfüggvény, mivel minden xe R -re értelmezve van, 
monoton növekvő, minden pontban folytonos és 
lim Fix ds hm 0-0 hm Fíx,)z líim 1-1. 


X-et Xp——n Xg bee An —aa 
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3. Dobjunk fel 3 érmét. Az X valószínűségi változó legyén a dohásonkénti fejek 
száma. Adjuk meg az X változó 


a) valószínűségeloszlásál és grálját, 

b) eloszlásfügrvényét és gráfját. 

c F(—D, FELA) F(2) értékeket, valamint az eloszláslüggvény felhasználásával 
annak valószínűségét, hogy legalább 1 fejet, ill. legfeljebb ! fejet dobunk. 


Megoldás 
Tegyük tel, hogy az 
FEP. FFI EIF, IFF, HF. ÍFE FI HI 
elemi események egyenlő valószínűségüek. Az X diszkrét valószínűségi változó 
értéket: Ü, 1, 2, 3. 
er A (cj dobások valószínűsége (16. ábhray: 


ki 


PGX z0jag P(X-1—, P(X m2)z PIX7-3-m. 





ú 1 2 d o X 


16. ábra. X valószínűségeloszíása 


b) Az eloszlásfüggyény: 
EÜ. ha xs 
; ce ha Ü-zxél 
F(xj— . halzx£2: xek. (17. ábra) 
. ha 22x€f3 
ll ha dea 





Ü 1 2. e A 
17. ábra. Fix) eloszlásfüggvény 
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eh F(D-R(X €-1-0, F(X EPIX el3 e s jét 
PGY P(X 3 
d) Legalább cgy lej dobásának valószínűsége: 
l 7 


MX2D-1-P(X chz1-Fíhzl-g-s 
Legfeljebb [ fej dobásának valószínűsége: 


MA zhsPixX 22) F(2)-— 


3.2.2. A sürüségfüggvény 


Definíció, Ha az X valószínűségi változó Ffx) eloszlásfüggvénye 
folytonos, és véges számú pont kivételével létezik az §(€x4 akkor 
a deriváltfüggvényt az X sűrűségfüggvényének nevezzük és ffx)- 
szel jelöljük, azaz 
F(xyz f(x). (1) 

Más megfogalmazásban: 

Ha az X valószínűségi változó F(x) eloszlásfüggvénye előállít- 
nató 


F(xyz [feddt 


alakban, ahol fíti integrálható függvény, akkor az fí(t) függ- 
vényt az A valószínűségi változó, Ill. az Fíxi eloszlásfüggvény 
sűrűségfüggvényének nevezzük. Az eloszlásfüggvény tehát a 
sűürűüségfüggvény integrálfüggvénye. 
Tétel 

Az f sürüségfüggvétty az alábbi tulajdonságokkal rendelkezik; 

1. f(x) 20, azaz nera lehet negatív; 


2. Í f(ox)dx 1, azaz improprius integrálja I; 


—ön 
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b 
3. [fed — PlazX cb), azaz tetszőleges [a,b ]-beli mtieg- 
d 
rálja az X változó [a,b]-be esésének valószínűségével egyenlő. 


Bizonyítás 


. 1 Mivel Fíx) monoton nem csökkenő, ezért nem fehet a deri- 
váltja negatív. 


2. [fd lim . Írás lim 1! [7(R) - F(-R)]l-1—0-I, 


e e] 


az. F(x) eloszlásfüggvény 3. tulajdonsága értelmében, 


3. A Newton-Leibníz tétel értelmében 
b 
Íf0odr-F(b)-F(a)z PlasX cbjz 
(1. 


zPFiazX£bhPiazxX £ b). 


Megjegyzés 

1. Ha cgy f folytonos függvény rendeikezik az 1.—2, tulajdonsá- 
sokkal, akkor egy folytonos valószínűségi változó sürűségfüggyé- 
nyének tekinthető. 


2. Annak valószínűsége, hogy az X változó az [a,b] interval- 
lumba esik — a 3. tulajdonság alapján — az fix) sürüségfüzgvény 
grátja alatti lab] intervallumhoz tartozó terület mérőszámával 
egyenlő. 

A folytonos valószínűségeloszlásokat gyakran nem az eloszlás- 
függvénnyel, hanem a sűrűségfüggvénnyel adjuk meg, és az elosz- 
iásfüggvényt a súrűségfüggvényből számítjuk ki az. 

xk 
F(xz [fd (2) 


integrállal. 


3.2.2. A sűrűségfügeévény 1435 


PI, a 3.2.1, nont példájában szereplő X valószínűségi változó sürüségfüggvénye az 


v haxzü 
Fixisz P(X zxiz 7865" ha 0 - x£1800 (183. at ábra) 
Il, ha xs: 14000 
eloszlásfüggvényének deriváltja: 
. ha x szü 
F(xyz fix - 1905" had ze xx zlüüü 
í, ha x [000 


melynek eráfját a 18. b) ábra szemlélteti. fix) 20 az értelmezési tartománybeli 
minden x-re és 





ü 1) x TB 1000 

J fixjdrz Jjoges Í 7056 Tag ért Jog a 455], HÉTTÉSÉA 
Ftx) fg 

EGE KRRNNNNNNNBB I 1/1900 

0 1000 x ú 1000 


15. a) ábra. Ffx) elasztász ítt e pvérny I8. b) dbra. Hfx) súűrüségfügevény 


Példák 
1. Az adott fiegyények közül melyik Iéhet sűrüségfügervény? 


l 
— ez 

ap feneds haÜzxzlű, 
0 egyébként 


[ 
— maxi d 
b) f(x) z g 7 haüdx dd 
B egyébként. 
Meroldás 
zén 1, Mg 
aj Mivel [fee ai Íz dx -[él e öz 2zl, ezért ez az ffüggvény nem 
—z 7 ű 
lehet egy folytonos valószínűségi változó sürüségfüggvénye, 
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W3 f1 TT 16 
bh Mivel f fed - gras [35] -16-0- I, és fíxjzü ezért ez a Íüggr 


vérny lehet egy lolytonos valószínűségi változó sürüséglüggyénye, melynek előszlás- 
függyénye: 
ú, haxzú, 
Fé — zs, had érg4, 
I, hax:4. 


lr! 
3. Milyen £ érték mellett leszaz fíxy-4fő ! ha SxS3 függvény valamely 
Ü egyébként, 
folytonos valószínűségi változó sürüségfüggvénye? A c ismeretében számítsuk ki 


Pls X s 2) értékét. 


Megoldás 
A c értékét 


ré 


a 3 a 
k/ - do 


——e 


, tehát 


egyenletből számíthatjuk ki, azaz c 2 z ; 


ü, haxzű, 


] 2 
fijedge e PaOSz5ő s pw 77 3, ha0Sx£3, 


0 egyébként, I. haxs3. 
Az, f, ill. a F függvény felhasználásával: 


8 1] fi 


E — 
—r 


z 
PüsX s2z [7dr F2-F-Z ts 
t 


3.2.3. Várható érték, szórásnégyzet és szórás 


Definíció. Ha az X folytonos eloszlású valószínűségi változónak 
f(x) a sürűségfüggvénye, akkor várható értéke: 
MEYE [xf0ddr (1) 


En 


feltéve, hogy az improprius integrál abszolút konvergens, azaz 


J.2.3. Verható érték, szórásnégyzet ÉS SZÓrÁS 107 


fx f(xjdx 4 tsa. 


—erür 


Tehát az (1) formula csak akkor ál! fenn, ha a jobb oldali integrál 
létezik és véges. 


Üefiníció, Ha az X folytonos eloszlású valószínűségi változónak 
f(x) a sürűségfüggvénye, akkor szórásnégyzetét és szórását a 


nk] 


DUX) -MEGX — my?) — Í[(x— mt f(xdx (2) 


[06- mé féx)dx 


—e 


képletekkel definiáljuk, ahol m- M(XI, feltéve hogy a jobb oldali 


integrál létezik. 


(3) 





A (2) formula alapján azt 15 mondhatjuk, hogy a szórásnégyzet 
az (X - MEA yj valószínűségi változó várható értéke, ha létezik. 


A diszkrét esethez hasonlóan az m7- M(X) és M(X éj létezése 


szükséges és elegendő feltétel a DÍ(X) létezéséhez, és Így a szó- 
rásnégyzetet és a szórást a következő képletekkel 15 számíthatjuk: 


DÉ(X)-M(X)-m —fxf(ddr-m (4) 
it 
DX) -AM(X?—m — [2 füddr-m2, (5) 
fi 
Megjegyzés 


Mindazok az állítások, amelyeket a 3.1.3. pont megjegyzésében 
felsoroltunk a diszkrét valószínűségi változó várható értékére, szó- 
rására és szárásnégyzetére, a folytonos vaiószínűségi változókra 15 
érvényesek. 
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3.2.3. Várható érték, szórásnépyzet És szórás 4109 
PI. Ha Xs. X2,.... Xg valószínűségi változók mindegyikének 
létezik várható értéke, akkor összegüknek 15 létezik várható értéke, 
és az összeg várható értéke az egyes változók várható értékének 
összegével egyenlő, azaz 
M(XP 4 Xatoet Xn z MIX M(X 2) 4... E MEX,]) stb. 


Számítsuk ki a PG £X$ 3) valószínűséget, valamint X várható értékét, szórás- 
négyzetét és szórását. 


Féldák 
1. Legyen az X folytonos pró változó sűrüségfüggvénye: 


fiz , bahs8xs2 
An hax zü, ill. haxs3 


Határozzuk meg és ábrázoljuk az Fíx) eloszlásfüggvényt. 





Megeldás Megoldás 
A 08 xc2 intervallumban: I 3 
, Annak valószínűsége, hogy X a E £i intervallurnba esik 
3 
2 Tt] .-.3ilos. lo 
ml [8 tét HEG SE 39 87 Z 3 
3 2 IP 3 A(Z L3 26 13 
mier] good (8-0) 
B 8 I 
0. haxc9 1 3 1 8 3] 8 8] 34 28 32 
c Í 3 i 
így En -fgy . ha0sxsz A várható érték: 
LL  hax:23 


1 a 
z elvem e fd an ed T 316 3 
Az Fí(xi eráfját a H9. ábra szemlélteti. me MOD [drgds- [77 a-3j ő] ERT 


KR 


m-t n 


2 2 
MiXBh-Íx -I3 Age E] 3.32. 12 
tt )- [/ fűxjdk Id al 3 —- E 





Tehát a szóráűsnégyzet: 
0 1 2 3 at 


5 :2 
I8. ábra. F(x) elosztás fi eyvény 


2 
DON MO-n 225] 12 9 3. 
L 


és A SZÓTrÁS: 


2. Legyen az X fölytonös valószínűségi változó sürűüségfüggvénye: 


rgelgés bi0srs2 


Ú. hax e till. haxs 2 


(20. ábra 


DX) - Va - 18 iz Ej .OTT46 — 03873. 
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3.3. A valószínűségi változó egyéb jellemzői 


A valószínűségi változó és eloszlása jellemzésére a várható ér- 
ték, a szórás és szórásnégyzet mellett további információt nyerhe- 
tünk az ún. momentumok előállításával. A következő pontokban 
megvizsgáljuk, hogy a momentumokkal miként állíthatók elő az 
eloszlásokat jellemző várható eltérés, medián, kvantilisek, terjede- 
lem, módusz, ferdeség és lapultság értékei. 


3.3.1. A momentumok és alkalmazásuk 


Az X valószínűségi változó várható értékét (diszkrét és folytonos 
esetnek megfelelően) 


M(X)-Y xyüag), il M(X)- fxf(rd 


-Öd 


formulákkal, a szórásnégyzetét pedig 


DUX) S 04 -M(XI (ag) - MMX) MGO, 


lt. 


DEX) 7 [06-M(GXYT f(mDdxz fa f(0)dx—(M(X)YŐ 


ama ÉM 7 sa 


formulákkal adtuk meg. A formulákban X és X" várható értéke 
szerepei. A valószínűségi változó magasabb fokú várható értéke is 
felhasználható eloszlásának és sűrűségfüggvényének jellemzésére. 


Definíció. Legyen X valószínűségi változó. Az X £ változó várható 
értékét k-adik vagy k-adrendű momentamának nevezzük és 
M ,. -val jelöljük, azaz 


M4-M(XB-Y xfvíx) (k-1,2,...) (1) 


il. 


3.3.I. A momentumok és alkalmazásuk ItI 


M.-M(XÍ)z [ő f(x) (kzl2...) (2) 


e 


ha a várható értékek léteznek. Az M(Xi várható értéket, tehát 
elsőrendű momentumnak is nevezhetjük. 

Az X változó k-adik momentuma mellett azl is vizsgálhatjuk, 
nogy X egy adott r értéktől (ponttól) való eltérésének k-adik mo- 
mentuma mivel cgyenlő. Ha ez az r érték éppen Mí(X) értékével 
egyenlő, akkor a várható értékre vonatkozó ún. £X-adik centrális 
momentumról beszélünk, melyet 4; -val jelölünk: 


up z MÚx-Mmon) (xX —0,1,2....) (3) 
Az első centrális momentum ü, ui. 
M(X -M(XHh-M(X)-MÍMÍXI-MG) MGX) — 0, 


mivel M(CX a konstans, igy várható értéke önmagával egyenlő. 
A második centrális momentum pedig a szórásnégyzettel egyen- 
lő, azaz 
DÉ(Xj- Mm Í(x - MÉX JJ mer? (m (x JY. 
Ebből látható, hogy az első és második momentum ismeretében 


a második centrális momentum, azaz a szórásnégyzet is előállítható. 
Az M(X ) várható értéket az eloszlás centrumának is nevezzük. 


Definíció, Az 


kt 
M c ix] ) (4) 
várható értéket, ha létezik k-adik abszolút momentumnak, az 
m[lx mix) (5) 


várható értéket, ha létezik k-adik centrális abszolút momentum- 
nak nevezzük. 


Ha a diszkrét valószínűségi változó x;-hez tartozó p, valószínű- 
séget, ill. folytonos valószínűségi változó sűrűségfüggvénye szim- 
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metrikusak a várható értékre, akkor a páratlanrendű centrális mo- 
mentumok 0-val egyenlők. 

Ha az elosziás, ill. a sürűüségfüggvény nem szimmétrikus, akkor 
annak mérésére egy ún. ferdeségi egyíűtthatót számíthatunk ki, ha 


ismert a változó szórása, és harmadik centrális momeénturria. 
Definíció. Az X valószínűségi változó yYi-gyel jelölt harmadik 
centrális momentumának és szórása harmadik hatványának hánya- 
dosát ferdeségi együtthatónak nevezzük, azaz 
MŰX-MOGDY] Ha 
DÍ(X) 07 
Egycsúcsú eloszlás esetén a valószínűségi változónak csak egy 


módusza van (Il. 3.3.3. pontot), ekkor a folytonos valószínűségi 
változó sűrüségfüggvényének gráfja negatív yi esetén a módusz- 


(6) 


— 
a 


tól balra, pozitív yp esetén pedig a módusztól jobbra elnyúlik. Ha 
Yi - 0. akkor a gráf szimmetrikus. 


Az X valószínűségi változá sürűségfüggvényének jellemzésére a 
vele azonos várható értékű és szórású normális eloszlású valószínű- 
ségi változó sűrűüségfüggvényével való összehasonlításból 15 kövét- 
keztetést vonhatunk le. 


Definíció. Az X valószínűségi változó Yva-vel jelőít negyedik cent- 


rális momentuma és szórása negyedik hatványa hányadosának 3- 
mal csökkentett számértékét lapultsági együtthatónak nevezzük, 


azaz 
va - MÁR MUD aga ká 3 (7) 


DIX) fedi 


A leggyakrabban előforduló normális eloszlás (I. a 4.2.3. pontot) 
lapultsági együtthatója 0, így mondhatjuk, hogy pozitív ya esetén 
az X változó süűrüségfüggvénye rendszerint magasabb és csúCso- 
sabb, mint az összehasonlításul választott, megegyező várható 
értékű és szórású normális eloszlású változó sürűségfüggyényéé 
(21. a) és b) ábra). 
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; I mt — ; A 
21. a) és b) ábra, Lapullság és ferdeség a normáleloszláshoz képest 


Az (5) formulát k-1 esetén a valószínűségi változó várható ér- 
téke körüli véletlen ingadozásának méröszámaként használhatjuk 
a szórásnégyzet helyett, pontosabb értéket ad, dec használata az 
abszolút érték miatt nehézkesebb. 


Definíció. Az X valószínűségi változó ön -lel jelölt első centrális 


abszolút momentumát az X várható eltérésének nevezzük. ha vár- 
ható értéke létezik. azaz 


m, - MÍlX—Mm(x). (8) 


Példa 
számítsuk ki a ferdeségi és a lapultsági cgyütthatát, ha 


Fi 
S xt 
2 


roja 


los ha — 
aj f(x1— áz " 
ü egyébként: 


4 1 
b) fix) - Eizzi , haÜSxzl 
0 egyébként. 


Mepgaidás 

a) Mivel az fex) sürüséglfügevény szimmetrikus az y tengelyre, ezért a páratlan- 
rendű centrális mornentumok 0-val egyenlők, azaz M(XI-0, és ít;-Ú A szó- 
rásnégyzet; 
2 1 : 


X e eosxdrz ő — s ú4674ül ŐL 


[d 


Ez 
Lev 
II 
sz 
h3 
reg 
1] 
Bese [74 


1 
raja 


amelyből a szórás; c - IX) e , OG 4AGTAOLI0E —06835673908, 


c" eggl9sdagoti a! — 0 2IS4637892, 
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errre —-Ú—— Hu ——ö—ÚÚow—o kr a rar mar mar fa ——-——Ó——t;wyaar Adar 1 ha A AAA TE TANA AAA AKA MAMA TTTAT TET 


at 
fa d i 4 2. 
— , s z — 34234—3rT z (1 47925405 
Ha ] 2 2 cos dx 16: 2 


ib B z mthogry a süűrüségfügevény szimmetrikus. 
heg OZTBS4áGSÖTI 7 TUDOSY A SETÉSEZSBÉVBAY 
0 Ha 3 (4 792549 


TA OZ B4637É92 


vetkeztethetünk, hogy a megegyező várható értékü és szórású normális eloszlású 
változó sürűségfüggvényéhez képest a vizsgált változó sürüségfüggyénye laposabb. 


—3 — -ÜS060249800 A negatív ya -ből árrá Kkő- 


bi A várható érték: 
l 
m- MGX) fx2 de a 2 — 0.4412712002, 
n T14x" IT 
szórásnégyzek 


I 


Tt x7 





1 
DIX) —[4r—my? 2 de z ÜOTBSISZÓSHÜ, 
: 


1 
SZÓTÁS: 
a JO O7851926040 — 028021 25900], 
és így 


a? - Ü02200211219, c! SÖDÖGVASZTSÉBA. 


[j 
ts — [(x-m? Z—— dx -002200211219, 
ü NH 14x 


l 
4 ii 
— [0— mt — dx z 001185056671. 
FA ] RH pax? 


új 


A kiszámított értékekkel: 


n-02490325103 és ya Fa 3 — -1077852905, 
TT er 


A y, ferdeségi együttható pozitív, ya lapultsági együttható negatív, tehát Össze- 
hasonlítva a megfelel normális elosziású változó sürüségfüggvényével, atra követ- 
keztethetünk, hogy a vizsgált változó sűrüségfüggvénye a módusztól jobbra el- 
nyúlik. és laposabb. 
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3.3.2. A medián 


Definició. Ázt az r számot, amelyre az X valószínűségi változó 
M (xx — r]) elsőrendű abszolút momentuma felveszi minimumát, ha 
cz létezik, mediánnak (az eloszlás közepének) nevezzük és m, -vel 
jelöljük, Ezaz m, szám a valószínűségi változó értékeit két olyan 
részre osztja, amelyek bekövetkezési valószínűsége ugyanaz. 

A definícióból és a várható érték fogalmából következik, hogy a 


medián bizonyos esetekben egyenlő is lehet a várható értékkel, de 
általában attól különbözik. 


A mecdiánt szokás az X valószínűségi változó Fíx) eloszlás- 
függvényével is definiálm, Igazolható, hogy az 


— 1 
F(x)- 7) (1) 
egyenletnek, ha egyetlen xg megoldása létezik, akkor az az elosz- 


lás mediánjával egyenlő, azaz xp — m,. Ha nincs egyetlen megoldá- 


sa az (1) egyenletnek, de valamely la.b] intervellumbeli értékekre 


F(x)— c akkor ennek az intervailumnak a középpontját nevezzük 


mediánnak, azaz 


m,z (2) 





Ha az egyenletnek nincs megoldása, akkor azoknak az x ériékeknek 


a felső határát nevezzük mediánnak, amelvekre F(x) a CÉ 


A medián geometriai szemléltetésére ábrázoljuk az Fí.x) elosz- 
lásfüggvényt és az x tengellyel párhuzamosan, F(x) ordinátájának 
7 magasságában vegyünk [el cgy egyenest. Haaz Fíx) grátjának 
az égyénessel való metszéspontját levetítjük az x tengelyre, meg- 
kapjuk a mediánt. A 22. ábra az egyetlen megoldás esetét, a 23. 
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ábraa VxE la,P] re F(x) -- esetét, és a 24. ábra pedig , felső- 


határ f(x)ea c " esetét szemléltett, 








24. abra. A medián grafikus méghatáruzása 


Az X folytonos valószínűségi változó f(x) sürűüségfüggyényé- 
nek grafikonja alatti területet az r— mt, egyenes felezi, melyből 
már következik, hogy szimmetrikus eloszlás esetén a tmedián 
egyenlő a változó várható értékével, azaz m, — MIX). 


3.3.3. A p-kvantílis, a terjedelem és a mödusz í77 


3.3.3. A p-kvantilis, a terjedelem és a módusz 


A medián, 1, olyan szám, ameíy az eloszlást 7 7 arányban Osztjet 
ketté. A gyakorlatban előfordul, hogy olyan 0-p-zl számot kell 


megadnunk, amely az eloszlást p:(1— pi arányban osztja ketté. 


Definició. Azt az x, valós számot, amelyre a 


F 
PIA Sxn)ED, P(X 2xp)-l-p, üz pe] (1) 
egyenlőtlenségek tetjesülnek, az Fí(x) eloszlásfüggvény p-kvanti- 


kisének nevezzük, ha csak egyetlen ilyen x, létezik, 


A mediánhoz hasonlóan itt 15 még két esetet különböztethetünk 
meg. Előfordulhat, hogy Wxe la. b]-re p-vel egyenlő, akkor F(x) 
p-kvanülise czen imtervallum középpontja, azaz 

ab 
7 ő 
Ha a p értékkel nem lesz egyenlő az F(x) eloszlásfüggvény 


a 
fr 





egyetlen x, helyen sem, akkor p-kvantilisnek az Fí(x)z op felté- 


telt kielégítő x értékek felső határát nevezzük. 
Abban az esetben, ha F(x) szigorúan monoton növekedő, akkor 
az 


F(x1-p (2) 


egyenletnek egyetlen megoldása van, és az x,-vel egyenlő. A me- 


dián defmiciójának megfelelően, a pz- értékhez tartozó Xi 


3 
kvantilis a medián. Gyakrabban használjuk a psz és a p-3 


értékekhez tartozó kvantiliseket, az előbbit alsó, az utóbbit pcdig 
felső kvantilisnék nevezzük. 
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A valószínűségi változó jellemzését kiegészíthetjük azzal is, 
hogy megadjuk azt az n,-vel jelölt legszűkebb intervallumat, 
amelybe I valószínűséggel beletartozik az X. 


Definíció. Ha valamely X valószínűségi változó korlátos és la, p] 
az a legszükebb intervallum, amelyre 
P(asx sb)-1 (3] 

akkor az intervallum m,—-$b—a hosszát az X valószínűségi válto: 
zó terjedelmének nevezziik. 

Igazolható, hogy korlátos eloszlásokra a variancia legfeljebb a 
terjedelem fél hosszával egyenlő, azaz 
Hi, 


5 (4) 


Mind a diszkrét, mind a folytonos valószínűségi változó jellem- 
zésére azt is célszerű megadni, hogy melyik x; értéket veszi fél a 


Var(Xj c DÉ(X) 2 


legnagyobb valószínűséggel, ill. mely értékeket vesz fel relatíve 
nagyobb valószínűséggel, 


Definíció. Diszkrét valószínűségi változó Xf.Xa,... lehetséges 
értékei közül azl az x; számot nevezzük az X változó móduszá- 
nak, amelyre a F(X — x;)— p; szám a legnagyobb. Ez az x; a le- 
hetséges értékek közül a legvalószínűbb. Ha több ilyen érték van, 
akkor mindegyik módusza a valószínűségi változónak. 

Ha X folytonos eloszlású valószínűségi változó, akkor a súrűség- 
függvénye lokális maximumhbelyeii nevezzük az eloszlás módusza- 
inak, jelölése: my. Az eloszlásnak tehát több módusza Is lehet. Az 


egy, két, három stb. móduszú eloszlást unimodális, bimodális, tri- 
modális stb. eloszlásnak mondjuk (25. ábra. és 26. ábra). 


ax 





25. ábra. ÚUnimadátis elosztás módusz frigy d, medtán ím, ) és kiizépérték (xi) 


E.3. Ellenőrző kérdések a 3. fejezethez 19 


Hx) 





20, dbra, Hirodatis és irimudális eloszlás 


Félda 
számítsuk ki az 
0, harci 
Fix)z fm. haosas2 
Il. hax:2 


eloszlásfüggvény mediánját, alsó- és felsö kvantilisél. 
Megoldás 


ha b bal ha 3 e 
Az gi -m gt -T a7 77 egyenletek megoldásai adják a medián, az 


alsó és felső kvantilis x p értékeit: 


Medián: m, s x-d/4 - 15874 


Alsó kvantilis: xy — 42 sz I,2599 
7 


Felső kvantilis: xz 376 — LELT . 
Fi 


E.5. Ellenőrző kérdések a 3. fejezethez 


1. Mit nevezünk egy X valószínűségi változó eloszlásának és 
várható értékének? 


2. Egy játékot mikor nevezünk korrektnek ili. a játékos szem- 
pontjából kedvezőnek vagy kedvezőtlennek? 


3. Hogyan definiáljuk az X valószínűségi vállozó szórásnégyzetét 
és szórásál? 


4. Hogyan értelmezzük az X és Y valószínűségi változók együttes 
eloszlását és peremeloszlásukat? 
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5, Hogyan definiáljuk az X és F valószínűségi változók kovartan- 
ciáját és korrelációját? 

6. Milyen következtetést vonhatunk le a korreláció értékéből az 
X és Y valószínűségi változók közötti kapcsolatra vonatkozólag? 

7. Hogyan értelmezzük az X folytonos valószínűségi változó ese- 
tén az eloszlást, a várható értéket, a száúrásnégyzetet és a szórási? 

8. Hogyan értelmezzük az X valószínűségi változó eloszlásfügg- 
vényét és sürüségfüggvényét? 


V.3. Feladatok a 3. fejezethez 


V.3.L. Számítsuk ki az s várható értéket, a szórásnégyzetet és a szórást az alábbi 
táblázatokkal adott élőszlásokhoz: 





v.3.2. Egy szabályos pénzérmét dobjunk (cl négyszer egymás után. Halározzuk 
meg az X és F eloszlását, várható értékét, szórásnégyzetét és szórását, ha 

e) X jelenti a négy dobásonkénti fejek számát; 

b) Y jelenti a négy dobásonkénti fej dobások sorozatának hosszát. 

V.3.3. Egy játék három szabályos pénzérme feldobásából áll. A játékos 3 fej do- 
básakor 5 forintot, 2 fej dotásakor 3 forintot, Í fej dobásakor 1 forintot kap, egyéb- 
ként pedig azaz 3 írás dobásakor a játékos fizet a banknak 15 forintot. Állapítsuk 
meg, hogy a játékos szempontjából kedvező vagy kedvezőtlen a játék? 

V.3.4. Tegyük fel, hogy az X és Y valószínűségi változók együttes eloszlása az 
alábbi táblázattal adott: 





V.3. Feladatok a 3. fejezethez j2i 


Határozzuk meg az X és F 

a) eloszlását; 

Hh kovanianciáját; 

c) korrelációját és 

d) vizsgáljuk meg X és Ftüggetlenségét, 

v.3.5, Határozzuk meg az X és Y valószínűségi változókhoz az 

a) MIA) és MÍF; 

b) Covix Fh; 

er (XI HF] és ROX ,F) értékeket, ha az együttes eloszlásak táblázata: 





eloszlásokkal adotlak. Állítsuk elő az X és F együttes eloszlástáblázatát, és igazol- 
luk, hogy Covíx.Y)-ú. 


V.3.7. Legyen az X folylanos valószínűségi vállozá: 
] 
2 e di 
fod-i§ xb habáxrzg 
0.  harzúéshax:s§3 


sürüségfüggvénnyel adott. 
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a) Számítsuk ki a b értékét; 
b) Számítsukkia PLZ X 22 értékét. 
V.3.§8. Az X diszkrét valószínűségi változó az 





closzlási táblázattal adott. Ábrázoljuk az Fíx) eloszlásfüggvényt. 


V.3.9. Legyen az X folytonos valószínűségi változó sűrüségfüggvénye: 
f - 5: hajsxsz 


. ah haxzüéshax:2 


Ilatározzuk meg és ábrázoljuk az Fé) closzlástüggvényt. 


V.3.10. Számítsuk ki az X valószínűségi változó első néry momcntumát, ha cl- 
oszlása. 





Fk 


ara 


V.3.11. Egy érme olyan súlyozású, hogy a feidobás valószínűsége 44") 7 


az írásdobásé pedig fi) - Ci Dobjuk fel az érmét háromszor egymásulán. Jelentse 
az X valószínűségi változó a dohásonkénti fejdobások sorozatának hosszát. Határoz- 
zuk meg az X változó érlékeit, eloszlását, várható értékét. 

v.3.12. Egy X valószínűségi változó a —2, 0 és 4 értékeket veheti Éel, melyek- 
hez tartozó válószínűségeloszlás: 


PIX 7-2 ezi PRX-Ü- 


[/. 5 aa] 
a. FIX -d) - 5 

ér) Írjuk fel És ábrázoljuk az X változó előszlásfüggvényét; 

bi Számítsuk ki az eloszlásfüggvény értékét az X —-—3 4 —-—2 X£ 7-1 X-5 
helyeken; 

cl FIX2ZŐJ-N PFÉX Si -?. 

V.3.13. Egy dobozban 3 Íriss és 2 záptojás van. Visszatevés nélkül véletllenszerű- 
en kiválasztunk hármat. Az X valószínűségi vállozó jelenlse a kivelt ÍTIss lojások 
számát. Adjuk meg az X változó 


e) valószínüségeloszlását és gráfját; 


b) előszláslüggvényét és gráfját, 


V.3. Feladatok a 3. fejezethez Í23 


valamint annak valószínűségét, hogy legalább cgy friss, HI. legfeljebb cgy friss tojás 
van a kivettek között. 

W.3.14. Egy csokoládégyár FIlÜ egységnyi és 220 egységnyi titkosított adalék- 
anyaggal gyárt 20, 40, 60 és LŐ0 £-os csokoládé szeleteket. Az ALFA üzletháznak a 
következő táblázat szerinti összetételben teljesítették a megrendelést: 





válasszunk ki véletlenszerűen egyet. Az X valószínűségi vállozú jéléntse a cso- 
koládé szelet adalékanyag mennyiségét, F pedig a tömegét. Adjuk meg az (X YI 
valószínűségi vektorváltozó 

al együttes valószínűségeloszlását és percmeloszlásál, 

b] együttes előszlásfüggvényét és a perem-eloszlísfüggvényeket, 

ed X és F változúinak koövananciáját és korrelációs együtthatóját. 


NEGYEDIK FEJEZET 
Nevezetes eloszlások 


A valószínűségszámítás, mint minden más tudomány, a különböző 
jelenségek vizsgálata során arra törekszik, hogy feltárja azokat az 
elvonatkoztatható jegyeket, amelyek lehetővé teszik a külünböző 
jelenségek bizonyos szempontok szermfi csojxatba sorolását, mert 
ezzel azonos módszerek alkalmazására nyílik ichetőségünk. S5zá- 
mos jelenségről megállapították, hogy a valószínűség szempontjá- 
ból hasonlóan viselkednek, pl. ugyanazt az eloszlást követik, vagyis 
az X valószínűségi változó x; értékeihez a p, valószínűségek azo- 
nos ciljárással (képlettel) számíthatók k:, függetlenül x; jelentésé- 
től, vagy csak paraméterértékekben különbözőek, de ugyanazzal az 
élőszlásfüggvénnyel írhatók le. A következő pontokban azt vizs- 
gáluk, hogy bizonyos feltételeknek eleget tévő valószínűségi vál- 
tazóknak milyen jellegzétés eloszlásfüggvényei vannak. 


4.1. Diszkrét valószínűségeloszlások 


A gyakorlati fciadatok kísérletcinél leglöbbször csak az érdekel 
bennünket, hogy a kísérlet ercdiményes volt-e vagy eredménytelen. 
Olyan kísérletsorozatot vizsgálunk tehát, amelynek pontosan két 
kimenetele van, vagyis a kísérlet során azt Eigyeljük meg, hogy 
valamely A esemény bekövetkezett-e vagy sem. Ilyen kérdésre ad 
választ a következő eloszlás. 


4.1.1. Binomiális eloszlás 


Mi annak a valószínűsége, hogy egy kísérletben az A esemény pon- 
tosan £-szor következik he? 

Tekintsünk egy független kísérletekből átló kisérletsorozatot, 
Legyen az A csemény bekövetkezésének valószínűsége minden ki- 
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JEE k NENT KÉK emtsntmntméntetkdtntéstrmtttsttmtátrtsárénsnázl 
sérletben P(Aysz p és az ellentetl csemény A bekövetkezésének 
valószínűsége: 

P(AY-1—P(A)j—1- pig. 


Ismételjük meg a kísérletet n-szer egymástól függetlenül, és az X 
diszkrét valószínűségi változó értéke legyen az A esemény bekö- 
vetkezéseinek számával egyenlő. 


Tétel 


Annak valószínűsége, hogy n fr—1,2,...) független kísérletso- 


rozatban az A esemény pontosan £-szor következik be, azaz az 
A esemény bekövelkezéseinek számát megadó X valószínűségi 


változó x, értéke éppen k (tehát x, -k)a 
DE P(X-k)e (4 p ége, a) 


(k-Ü ll 2..., nm 0spsl) 

e [" ni : rz 
képlettel adható meg, ahol 9-1— p, és Lk haatn bminamlá- 
lis együttható. 

Az (1) eloszlást r-edrendű, p paraméterű binomiális eloszlás- 
nak nevezzük, mivela p,- F.(kd valószínűségek a (p-rgy hat 


ványmennyiség binomiális tétel szerinti kifejtésének tagjal, azaz az 
eloszlást a következő táblázattal adhatjuk meg: 





Az 1. tétel bizonyítását az A és A elemekből álló olyan 2 elem- 
hosszúságú sorozatok vizsgálata alapján végezhetjük, amelyekben 
az A elem pontosan £-szor, B elem pedig (n-—k)-szor fordul elő. 


4.11. Binomiális elosztás íZ/ 


. Az ilyen elem-n-es sorozatok száma: úg) Mivel feltettük, hogy a 


kísérletek cgymástól függetlenek, ezért minden clem-n-es valószí- 


nűsége: pig 


színüsége; 


, ahol 9—1— p, 5 így az A előfordulásának való- 


P(A) - Etats kn — 012...) 


A binomiális eloszlást általánosabban is definiálhatjuk. 


Legyen X diszkrét valószínűségi változó, amelynek értékei a ter- 
mészetes számok, azaz X —40,1,2....stT Ha annak valószínű- 
sége, hogy A éppen a k értéket veszi fel 


Pk [e Tt; (k—012,...,m) 


akkor az X valószínűségi változó binomiális eloszlású. A binomiá- 
s eloszlás tagjai kezdetben a £-val együtt növekednek, majd a 
maximum elérése után csökkennek. Ha np egész szám, akkor az 
ehhez tartozó valószínűség a legnagyobb, ha pedig nem egész 
szám, akkor az np-hez legközelebbi egész számhoz tartozó valószíi- 
nűség a legnagyobb. 

Az (1) binomiális eloszlást $(k;n, p)-vel is szokás jelölni, azaz 


bík:n,p)z ( ) jege (18) 


amelynek k d x-re vonatkozó összegczésével kapjuk az eloszlás- 
függvényt: 


F.Xx) 5[/ bat. mk (2) 
kex 
Merjegyzések 


1. Ilyen kétkimenetelű független kísérletek vizsgálatával először 
2. Bernoulti loglalkozott, ezért a féntiekkel kapcsolatban Bernowtti- 
kisérlet és Bernoutli-eloszlás elnevezések 15 használatosak. 
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2. A P.(k) valószínűségek kényelmesebb kiszámítását a 


nek B kek 
PAkPDE ZT Té 1440 (Lt) 


rekurziós képlettel végezhetjük. 
A binomiális eloszlású X valószínűségi változá 


várható értéke; mz- űMiXi-np (3) 


szórásnégyzete: sz VAr( X )- DÍCX 1- npg (4) 


szórása: s - Var xX) - B(X)-dnpg (2) 


A (3), (4) és (5) formulák a megfelelő definíciók és a binomiális 
sorbafejtés képleteinek felhasználása alapján igazolhatók. Li. az 
(18) jelölést használva 


M(X)- Yk bík;n, p) — Teggyepieta gy" 
kzü 


k -0-ra az első tag kiesik, egyszerüsítsünk £-val és emeljük ki 
np tényezőt: 


a (n-] k-I n-k 
M(X)-enps gb 
ZTK-DNN-K)I 


k-1l-r helyettesítéssel az összegezést r—Ű -től n—1-ig vé- 
gezzük: 


— 1it 
M(X)znp b n- 9: 


n—] 
JETTEr ezt álöti —np E b(rn-L p). 


rzü 
de a binomiális léte! értelmében; 
n--] 
Mbírin-Lp)-(pagyt ze -i, 
rzü 
tehát 
ME(X)-np. 
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FI 

A fenti lépéseket alkalmazva M(X"j— Y.kbíkin, p) formulára, 
£k-ű 

kapjuk: 


M(X")-nplnp4 9). 
és Ielhasználva a DX) z M (A 4 e (M (x xy összefüggést, kap- 
juk, hogy 
DÉ(X) znpinp4g)— (ap)? — npa. 
Példák 
I. Egy szabályos pénzérmét dobjunk fel hatszor és figyeljük meg a fej dobások 


számát, Állítsuk clő a valószínűségi változó eloszlását, eloszlásfüggvényét és grafi- 
karait. 


Megoldás 
Bernonutir-kisérletről van szó, tehát az (1"9 il. (Itt) képletlel előállítjuk az elosz- 


lás táblázatát n — 6, pegzz kO,1,2,3.4,5.6 értékekre. A 


m-t ET 


ll. 





Pk Deb Pelk) e 


képleteket használva; 
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AZA Tr, 


A binomiális eloszlású valószínűséni változó eloszlását a 27. ábra, a binomiális 
eloszlásfüggvényt a 38. áhra szemlélteti. 


FR,ik) 














9 d 2 3 4 5 8 0 k 


27. ábra. P.(k) valószínűségi változó eloszlása thisztogramjaji 





28. ábra. Az F.C) binomiális eloszlásfüggvény 


2. Mennyi a valószínűsége annak, hogy EEY házaspár 6 születendő gyermeke közül 
a) 3 fiú lesz; 


by a fiúk szárna kevesebb lesz a lányok számánál, ha a fiúk születésének való- 


szinüségét 2 -nek vesszük! 


Megoldás 


Mivel most n—6 És p—gz r ezért az (1) képlet szérint 


Z.1.2. Poisson-elaszlás I3I 


i eggs. 
e) rose [3155] E 3, 


b) Ha a frúk száma 8, 1, 2, akkor kevesebb a lányak számánál, tehát 
e MT a I a A 2 4 
- ; c  ÍT éY11/1 GYITrí11 tI 
P(Ofió) 4 Pl fiú) a P -ÍL 211 - 24]1—i sé, 
(0 fiú) PI fiú 4 PC fiú) 2) 3) 613) B) 7 


3. Egy számítógéphez 4 cgymástól függetlenül működő lemezegység tartozik. 


Az egyes lemezegységek 6-107t valószínűséggel hibásodhatnak meg. Ha az adat- 
feldolgozás elvégzéséhez legalább 2 hibátlan lemézegység kell, mi a valószínüsége 
annak, hogy az adatfeldolgozás sikeresen befejezhető? 


Megoldás 


Annak, hogy egy lemezegység nem hibásodik meg p-1-6-107"—-09994 a 
valószínűsége. Ha a hibátlanul működő lermezegységek számát X jelöli, akkor az X 
valószínűségi változó eloszlása egy r—d, p-09994 pnaraméterő binorniális elasz- 
lás, Tehát a sikéres adatfeldolgozás valószínűsége PIX 2 2). azaz 


d 
Pisikeres adatfeldolgozási — P(X 2 2) z 2 dik; 4, 099941 - 
k-2 


d 


z ú; 109994 000067 -- [ 
2) 3 


já  Ü 0006 -k 


4 [a po99e .0.0006" 2 09999998, 


4.1.2. Poisson-eloszlás 


Mi a valószínűsége annak, hogy egy saitóhibákat tartalmazó könyv 
véletlenül kinyitott oldalán van sajtóhiba? 

Legyen A pozitív állandó és X egy diszkrét valószínűségi válto- 
zó, amelynek értéke: 0, 1, 2...., K,... Ba X a k értékeket 

k -A 
e, (A 50), (£ 5012...) (1) 
valószínűséggel veszi fel, akkor az X eloszlását A paraméterű 
Poisson-closzlásnak nevezzük. A pí(k,A) számok valószínűség- 


eloszlást alkotnak, ul. 


P(X -k)- p(k: A) - 
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k-Ü : £- 

A. Poisson-closzlású valószínűségi változóhoz tartozó etoszlás- 

függvényt a (1) -gyel adott valószínűségek összegezésével Kapjuk 
minden k z x-re kiterjesztve; 

At e 

fnlx)- gr 


kax 


(2) 


A Poisson-eloszlású X valószínűségi változó 
várható értéke: m- M(íX)zA 
szárásnégyzete; sz Var(X ) E DX) z A; 


SZzÓráSa: sz dVarrX)— DíXyz JA, 


amelyeket a megfelelő definíciók alapján állíthatunk elő. A bizo- 
aa Jk 


nyításhoz felhasználjuk, hogy e/ - , Az (1) formula jelölé- 


kt 
k0 ki! 


sét használva: 





e j ed Aa 

MGX) Ek pikih) s 9 km 
k-Ű kü 

Az első tag £k-0-ra 0-val egyenlő, így A kiemelésével és 

k—1i1-r helyettesítéssel; 


Ai aré 


MIXIZA LETT 


k-] 


Ez ———  — za 7. ———-— : — A. 
12 Fr] Ag 2 Fi Az "e 
Hasonló meggondolással M(X7)—-4A(431) adódik, és így 


DE(X)-M(X")-(MOY)T -A(441-4— 4. 


3.12. Foisson-eloszlás [33 
Poisson-eioszlást szemléllet a 29. ábra 4—i], 4-2 és A—5-re: 
patiga) PARAJ 
04 2-1 04 2 
ú, 
üz 
ú,1 


k 
ú24608 





29. ábra, Poisson-elaszlások 
Megjegyzések 
Il. Az egyes valószínűségek kiszámítását megkönnyíti a követke- 
ző rekurziós formula: 
A 
Pak tk) ze put: 4). (19) 
2. A Poisson-eloszlás a binomiális eloszlásból is származtatható, 
annak a szerinti határértékeként, ha feltesszük, hogy A állandó és 


p -2, azaz A — pn; ekkor ugyanis 


kt A—k k -A 
im bika. ps mit iélfinét] .4e 
rarrálddi hp) dalt 16) ( 4] ki 


A binomiális eloszlást elég nagy n és kicsi p valószínűség esetén 
az np7- 4 paraméterű Poisson-eloszlás jól közelíti. Énnek belátá- 
sához felhasználjuk az 





md É 9) 


I aylar-sort. Ui, ha A — np , akkor 


h(0n, p)-d-p) —(- 
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Mindkét oldal természetes logaritmusát képezve: 


ln B(D: an, ph — Íníl — pej — H Infl — 2). 


(t) figyelembe vétetével, 2 -£ helyettesítéssel; 


AR ant 3 
Ha r igen nagy. akkor 
A B A 
. — KERGEleda GGE, ERR ZER sz —A, 
In (On, p) sz nin a) A, TEVE 
ÉS Így 
BO; n, pyeet 06) 


Ha a p elegendő kicsi, akkor g 5 I, és 


bíksn.p) . (1-ktbp 4-—(k-Dp 4 
b(k-Inp) kg ka ko 


Ekkor bík;n, p)egb(k-knp) összefüggésből ("t) felhasz- 


2 —-A 


nálásával $(l:n, p) s het b(Z mp) s a 7 





, és teljes indukciá- 


val kapjuk, hogy 
k 7A 
bíkin, ppm s ptki 4), 





3. Az e? és 27" értékeket a [053] intervallumban a ő. táblázat 
tartalmazza. 
Féldák 

1. Számítsuk ki az Y valószínűségi változó Poisser-eloszlását Az] 4-2, 
Az 5 paraméterekkel, ha kzül2345.6b.7.8.9 10. 


4 1.2. Potsson-eloszlás I35 





Megoldás 


A 4£-ü értékhez a (1) képletet, a X további értékeihez a (19) képletet használjuk, 
Az eredményt táblázatba foglaltak. (LL. 29. ábra.) Pt. 


n -I 
PX z0)z münei e 1 - l 


01 BREGG TETT GÉ 0. 36795 Ú368 stb. 
ek KEEN KEN NENN NN NENN 
0368 ] 0.184 (0. 3 










KEKE 
0.00674 01404 [01755 


Mme TETTTETTTET 
ra] amen [door] pm TT 


2. Tegyük (el, hogy az A valószínűségi változó Poisson-előszlású. Számítsuk ki a 













p(3:), pisO Ti valószínűségeket. 


k ! i 
(L e? 
P(X - 3) z pl32) 2 2507 giga 


(ÜT e 0490 497 
21 7 


Mepeldás 


P(X-23)- píz 7) - z 12. 


3. Tegyük fel, hogy cgy 500 oldalas könyvben véletlen eloszlásban 3040 sajtóhiba 
van, Szárnitsuk ki annak valószínűségét, hogy egy adott oldalon 


a) pontosan 2 sajtóhiba van; 
9) 2 vagy több (legalább 2) sajtóhiba van. 
Megoldás 
Ha azt vizsgáljuk, hogy oldalanként hány sajlóhíba van, akkor x—300 és 


psz Paraméterű binomiális eloszlást kapunk. Mivel p elég kicsi és a elég nagy, 


a binormális eloszlást Peisser-előszlással közelítjük 4-npzÚ6 paramétcrérték 
mellett. 
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neje 036.0549 
2 s 

6) Annak az eseménynek a valószínűségét, hogy egy oldalon 2 vagy több, azaz 

legalább 2 hiba van, az ellentett események valószínűségei közötti összefüggés 

alapján számítjuk ki. Kettőnel kévésebb hiba egy oldalon úgy következhet be. hogy 

az X a Ü vagy Il értéket veszi fel, s minthogy ezek az cscmények cgyrnási kizárják, 
így összegük valószínűsége pp- pp. A vizsgált esemény valószínűsége: 


ne ebő  gg.eé §i 
a] MENET 


a) pit 6 - z 00988, 


PEX 22 -1l-ipgtpm)-]- 


—ah—íe 99 406. 0.549) —1—(0549-4 0.329) —0122, 

Megjegyzés 

A gyakorlau teladatokban gyakran találkozunk Paeissan-elosz- 
lással. Pl. egy teleflonközpontban cgy adott időintervallumban je- 
lentkező hívások átlagos szárna, vérsejiek száma egy térrészben, 
egy adott tartományba hulló esőcsenpek száma, a radioaktív bomlá- 
sok száma egy adott időtartam alatt, a csillagok a térben, közelí- 
tőleg Peissan-closzlásúak stb. 


4.1.3. Hipergéometrikus eloszlás 


Mi annak a valószínűsége, hogy W számú alkatrészből visszatevés 
nélkül kiválasztott a db-ból álló mintában a selejtesek száma k db. 
na a 9 számú alkatrész között M db seleres van? 


Definíció. Azt az X valószínűségi változát, amciv az x, Ek 
(k 70,1,2,..., A) értékeket 


MYN-M 
k lnek 


f N 
," 
valószínűséggel veszi fel, hipergeometrikus eloszlású valószínű- 


ségi változónak nevezzük, anol N, M., n nemnegatív egészek és 
MazN, 0zcni mini M, Av MM) 


BE P(X -k)z , (kK —-0,I,2,....n) (1) 
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A hipergeometrikus elosztás tagjai kezdetben k-val együtt növe- 
kednek, majd a maximum clérése után csökkennek. Az eloszlás 
tagjait jól közelíthetjük az n-édrendú hé. Pp paraméterű binomiá- 
his eloszlás megfelejő tagjaival. ha a £-hoz képcsi A és WV elég nagy. 


Egy hipergeometrikus eloszlású X valószínűségi váltazó 


verható értéke: mz M(X)- ne ; 
aa Cai p. p. ÍT FENNS l 
szóráshégyzete: 5" — Vattáj s B 0X)znpíl— pl] 1—7—T 
íÍ -r 





nel 
nil - pi NT ) 





szórása:  5—dVarirXi s D(X)- 


Példa 

Egy 32 lapos magyar kártyacsomagol négy játékos között egyenlően osztunk el. 
Az X változó értéke legyen az egyik kijelölt játékoshoz kerülő piros lapok száma. 
(Feltesszük, hogy jól megkcveri káriyacsomagból mindig véletlenszerű az closztás.) 
Készítsük cl az X valószínűségi változó eloszlásának táblázatát. továbbá számítsuk 
ki várhaló értékét és szórását. 





Meraldás 
áz X valószínűségi vállozó x, sk (K—-Ü.Ll,....8) értékek felvételével hipergeo- 
metrikus eloszlású. A lapok száma Y—32 , amelyből AM —8§ a piros lapok száma, 


és n—-8 lapot kan mindegyik játékos. Az adatok alapán annak valószínűsége, hogy 
az X a k értéket veszi fel az (11 képlet szerint: 


[4 24 

k 8-4 

. fix -k) kh zül.2....8 
18 


Az X valószínűségi változó elaszlástáblázata: 





várható értéke: 
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szórása 


üi n—] BÉL B n-] - 
DIX ap 4 7 —a 8-8 53[ arr) 1.16. 


Az X hipergeömetrikus változó eloszlását a 58. ábra szemlélteti. 





0 4 2 34 5§B § 7 B k 


30. ábra. Hipergeomeírikus eloszlás 


4.2. Folytonos eloszlások 


Az előzőekben három nevezetes diszkrét valószínűségi eloszlással 
ismerkedtünk meg; a binomiális, a Polsson- És a hipergeometrikus 
eloszlással. A következő pontokban folytonos eloszlásokat tárgya- 
lunk. A folytonos eloszlásokat a sűrűségfüggvényeikkel definiál- 
juk, de magadjuk az eloszlásfüggvényeket ís. Mivel az X folytonos 
valószínűségi változó egyes könkrét érékeinek valószínűsége 0-val 
egyenlő, így a változó jellemzésére a sűrűségfüggvényt vagy az 
eloszlásfüggvényt használhatjuk. Megkülönböztetés és rövidítés 
céljából a folytonos elosziások várható értékét 4-vel, szórásnégy- 


zetét c" -tel, szórását pedig c-val fogruk jelölni. 
Példa 
Legyen 
-—x — sz 
fiz , ha— ig x£l 
a egyébként 
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it) Vizsgáljuk meg, hogy leljesül-e az FíxizÜ és az J.Féndr s L féltétel, ha 
igen, határozzuk meg a sűrüségfüggvény closzlásfüggvényél, és mindkét függvényt 
ábrázoljuk. 


bi Számítsuk ki az X változó várható értékét, szórásnégyzetét és szórását. 


c) Mekkora valószínűséggel tér el az X változó a várható értékétől legfeljebb 
0, 25-dal ? 


Megoldás 


e) Mivel x"20 minden valós számra, így nyilvánvaló, hogy fixizü, ha 
te RK. 


[edd [dr jdvas fodrz 0631 ka 40 
r —] 


.3.(1.eD)-ó2- 
2 (3 t 3973 7 


Tehát az adolt ffüggyény valóban sürüségfüggvény, melynek eráfja (31. ábra) 





31. ábra. Az fix! sürtfiségfüggvérty 


Az A valószínűségi változó sürüségfüggvényének Fix) eloszlásfüggvénye: 


ér ő 
Ha x£-1, F(xe fodr 70 


EN 


Ha -I$xzlil Fíxiz [od 31? a-35] 


"úri 


ha xs], Ftx) Írt fodrs fdtára fore 2 et 


— eri k] 
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Tehát az eloszlásítgegvény: 
0, har 2—i 
A 
F(xz 5-t ha—1£ x£1, melynek gráfja (32. ábra): 


l, hax:] 


Ftx) 





32. ábra. Az Féx) eloszlásfüggvény 


bi Az X valószínűségi változó várható értéke: 


3 egz álá] id L- 
KEMOO- [aron [aza asz] (7 7 
SZÓCÁSNÉEYyZzEte: 
pi 1 Tf. pi fo: 32 a 31 I 
c" B (X- [47 fiddx- 7 ja 7rh-b 318] 7 
nb 13 
-ztgtp s 0.6: 


És SZÓTrása: 
a - D(X1- 406 sz ÜL Tá597. 


c) Ki kelti számítani a P(Jx — A] c0,25) valószínűséget: 
PÍx - ul c0251- Plu —025 a X e 4025) 
— P(-A25 z X 202597 F(O.25)— F(-Ü25) a 
z 0.5078—04921 - 00157. 
Tehát az X a várható értékétől 0 25-dai legfeljebb 0 0157 valószínűséggel tér el. 


A folytonos valószínűségi változók closzlásainak vizsgálatát ál- 
talában a bemutatott példához hasonlóan végezhetjük. A nevezele- 
sebb folytonos elosziások közül a következő pontokban az egyer- 
letes eloszlást, az exponenciális eloszlást és a normális elosztást 
tárgyaljuk részletesebben. 


421. Egyenletes eloszlás 14 





4.2.1. Egyenletes eloszlás 


Definíció. Az XA valószínűségi változót egyenletes eloszlásúnak 
nevezzük az [a;b] intervallumon, ha sürüségfüggvénye (33. ábra); 


, hah azxzh, 


i 
f(x Aba xe RK (1) 


Ú — egyébként 


Azonnal látható, hogy f(x): Ű, mivel b—a 50, és 








ét 


na h 
dx 1 fh — 
Jredz [5 —b-a kt a 


b. á 


A sürűségfüggvény definíciójából következik, hogy az egyenle- 
tes eloszlású X változó eloszlásfüggvénye (34. ábra): 


zZE, haacxzb; 
A XA dt b-a 
F(X) P(X € xs Í fiddi - [/E— - 0, haxdta; (2) 
tan Ez fi I, ha x-z b. 


és a várható érték, szórás, szórásnégyzet definíciói alapján: 








várható értéke: u E M(IX]- ld ke ; 
szórdsa: c - H(Xiz b74 ; 
V12 
2 
Szórásnégyzete: ez DÍ(X I! a 6-0) ; 
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UI. a várható érték: 








" hd r [27 
MIX Iz [d feddx—[7. di z Éz - 








b-a zal 2 
- KA) 
NN EN GENE NET 
-pig2é7al 


A szórásnégyzet és szórás: 


b 2 
07 -D(X)-M(XD)-MEGDT [7 — ax-[928 — 











33. ábra, Egyenletes elosztás SŰTŰSÉGÍÜSEVÉRHVE 


Fíx) 





34. ábra. Egyenletes előszlásfüogvény 
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Ha feltesszük, hogy X egyenletes eloszlású az la, b] intervaállum- 
ban, akkor annak valószínűsége, hogy X az Ir, se la,b] résziínter- 
vallumba esik 


§ a 
P(r£X c9)-[/f(9dr-—— [docA]], 
rF F 


vagyis arányos az intervallum hosszával, (L. a geometriai valószí- 
nűséget az 1.5. pontban. ! 


Pélta 


Egy üzemi telefonközpont telefonhiívásainál azt tapasztaljuk, hogy a tárcsázást 
követő kapcsolásíg terjedő időtartam l mp-től 100 mp-ig térjedhet. Az eltelL idő 
legyen az X égyenletes eloszlású valószínűségi változó. Határozzuk meg az X 
valószínűségi változó sürüségfüzyvényét. eloszlásfüggevényét, várható értékét, 
szórásat, valamint annak valószínűségét, hogy legalább 50 mp-ig kell várnunk a 
Kaápcsolásra. 


Megoldás 


Feltettük, hogy X egyenletes eloszlású a J10-100[ intervallumban, ezért sürü- 
séglüggvénye (35. ábra): 





ü, ha xzlü. 
l 
fixyz GÉ halüz x eln, 
ü, ha x-lüg; 
és eloszlásfüggvénye (35. ábray 
0, ha xziő 
FixdzP(X ax s Sz halo cx e100 

I, ha zszlüt 





35. ábra. ffx) súrüségfügovény és E(x) efoszlásfügevény 
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Az X egyenletes eloszlású valószínűségi változó várható értéke: 
ütt TÖPÍGÓ sen 
2 2 eHP 
SZÓrÁSA. 
a ZA 10010 90 4593 2g98 26mp: 
Ms 0 Az a 3 

SZÓTÁSNÉGYZETE: 


egy ag 
2 8-2) 90 gs 


12 12 
Annak valószínűsége, hogy legalább 530 mp-ig kell várnunk a kapcsolásra: 


m-——— zza 55. 


4.2.2. Exponenciális eloszlás 


Mi a valószínűsége annak, hogy egy alkatrész pl. 2000 órán belül 
nem hibásodik meg? 


Definíció. Az X folytonos valószínűségi változót A paraméterü ex- 
ponenciális eloszlásúnak nevezzük, ha sűrűségfüggvénye 


f(x) Me [Az ha x 5 Úk; 


R 
b 0. haxgo 7" k 


ahol a 4 állandó tetszőleges pozitív szám, az eloszlás paramétere 
(30. ábra]. 
A. feltételeknek eleget tesz az, mivel f 20 és 


[7 x jdx — TA adx e 
—en Ül 


Lt c 
z lím AferSdxz lim beirt -0--i s. 
Ű —3ra b ÚT —rta 

Az (1) sűrűségfüggvényű X valószínűségi változó eloszlásíügg- 
vénye (37. ábrax 


X ag 

. 1—-e ő?  haxösü 
F(XI- P(X € xs ndi : ; R 2 
(X)-P(X c x)z [f(2) hú mieg fek 0 


una 


4.2.2. Exponenciális előszlás i45 


és a megfelelő definíciók alapján, egyszerű integrálás és határérték- 
számítás alapján az exponenciális eloszlású A változó 


várható érteke: is Mí(XI 2 
MNYNNN : e ől növe 1. 
szórásnégyzete: c" - VarA — b A) egi 
szórása: c - ÍVaxX - D(X) - FE 
HÉ 
4. 
"ő x 


36. abra. A exponenciátis eloszlású változó SÜrűségfüÜggvéNYe 


Ü 


37. ábra. X eloszlésfünevénye 


he 


Mint látható az exponenciális eloszlású valószínűségi változó 
várható értéke és szórása egyenlő egymással, 
A medián definiciója értelmében egyszerű számítással kapjuk a 
medián értékét: 
ln 2 
FIL -M(X) 12 
amiből következik, hogy az X változó a várható értékénél nagyobb 
értékeit kisebb valószínűséggel vészi fel, mint a várható értékénél 


kisebb értékeket, minthogy m, c M(X). 
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Megjegyzés 


Exponenciális eloszlású pl. a radioaktív atomok élettartatma, azaz 
keletkezésüktől az elbomlásig térjedő időszakasz hossza, hosszú 
öregedési tdőtártamú berendezések, alkatrészek meghibásodásai 
nagy időintervallum alatt stb. 


Példa 


Legyen az X valószínűségi változó bizonyos tipusú alkatrészek meghibásodásáig 
eltelt használati időtartam hossza. Legyen X exponenciális cioszlású, ameciynck 
szórása 500 óra, Határozzuk meg az X 


a) várható értékét; 

bh sürűség- és éloszlásfüggyényét és 

c) annak valószínűségét, hogy egy kiszemelt. alkatrész 2000 órán belül még nem 
hibásodik meg. 
Megoldás 


a) Mivel X szórása 500, ezért várhaló értéke 
a - MMX) —- M(X)— 5Ü0 óra, 


] 
is Í loszlás paramétere: A.— — . 
Cs LEYy az élőszlas pP IIETETE 500 


KENE 
b) A sürűségfüggyény: fejet zügt 500 haxrsű: 


í, ha x :Ú, 
ME di 
az eloszláslüggvény: Fíxyzá1-e 98, haxs 0; 
Ü, hax 5 b. 


c) Annak valószínűsége, hogy egy alkatrész 2000 óráig nem hibásodott meg: 
PX 5 20007-1-IXX c 2000 —1— F(31000) — 


HKAT 
—1-11—e 58 laz! sü0ig35s Ü02, 


Tehát annak valószínűsége, hogy 2000 órán belül bekövetkezik az alkatrész meg- 
hibásodása 9890. 


4.2.3. Normális eloszlás 


A leggyakrabban előforduló folytonos eloszlás az ún. normális 
vagy Gauss-eloszlás, amely sok jelenség leírásában jelentős szere- 
pet játszik. (€. F, Gauss 1777-1855, német matematikus.) 
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Definíció, Egy X folylonos valószínűségi változót st és c paramé- 
terű normális eloszlásúnak nevezünk, ha sűrűségfüggvénye (38. 
ábra): 

ii fx—im y 


frD-—ime 207 , (eesgxe iso) (1) 
Tv IT 








ahol m tetszőleges valós szám, c pedig tetszőleges pozitív szám 
lehet. 

Az (1) sűrűségfüggvény —es-töl x-ig vett határozott integrálja 
adja az X változó m, c paraméterű normális eloszlásfüggvényét 
(39. ábra), azaz 


b 2 
fe 257 dt. (2) 


— üx1 





FC) zP(X ex) - — 
Ca IT 


Az XA normális eloszlású valószínűségi változó 


várható értéke; H7-M(XI-m, 
szórásnégyzete: DX)zgt; 
szórása: D(XIz-G, 


melyek a definíciók felhasználásával igazolhatók. A feltételekből 
következik, hogy f(x)50, és —sa-től ss ig integrálva 1-et ad, 
azaz 

h—nj 


[f0d- 7 [897 az 








a 
mely helyettesítéssel 
p te -E 
af e Tai 
27 mű 
integrálha megy át. 
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(x—m r 


Has ke 
1 2 I T 
Az M(XI- xe 6 dys —szz [ (ottmje 7 d! — 
GAZ J 42 ] 








— üra 


ket goa 8 


Í te 2 dt-km Í e 2 dt. 


— 0 ! 
Van f Pn" 


Az első tag integrálja 0-val egyenlő, mivel az integrandusz páratlan 
függvény, a második lag pedig s-1 , tehát 





MtX)--A..04m-1Em, 


2 
A szórásnégyzethez az 


.(x-my 


tö fzntlli 
M(X2)-—— [x2-e 29 dx 
Gyét 





kiszámítását a fentiekhez hasonlóan végezve, kapjuk, hogy 
M(X"yzof bm. 


Tehát  D2(XD-M(X?)-ÍMEY —et am —mt gt 


Hx) 








Ő ma om 1mto x 0 m 1 X 

38. ábra. Normális eloszlás sűrélségfügevénye 39. ábra, Normális elaszlásfürevérty 
A normális eloszlást követő valószínűségi változók az més 6 pa- 
raméterben térnek el egymástól. Az m várható értékű, 0 szórást 
normális eloszlás szokásos jelölése: Ním,C), sürüségfüggvényé- 
nek gráfja az m várható értékkel adott x—m egyenesre, closzlás- 


függvényének gráfja pedig a (m,) pontra szimmetrikus. 


4.23. Normális eloszlás idő 


Vezessük be az X valószínűségi változó 
Y:- X — M(X3 
IX ) 
standardizáltját, melynek várható értéke M(XtizÜ, és szórása 
D(X"17-1. Ha az X valószínűségi változó Ním.ci eloszlású, 
akkor standardizáltját 
X — in 
d 
képlettel számítjuk, ugyanis M(X:sm, és B(X)-g. 


X — 





Definició. Az m-0, c —1 paraméterű normális eloszlást, melyet 
N(0,1-gyel jelölünk, standard normális eloszlásnak ngvezzük, 
síriségfüggvénye (gráfja szitnmetrikus az v tengelyre, 40. ábra): 

2 


— 
pi x) BE 





e 2 (xeR); (3) 


elosztásfüggvértve (gráfja szimmetrikus a (ú, 7) pontra, 41. ábra): 





fe 2 dt. (4) 





a 2 ab 12 3 
40. ábra, ótandard normális eloszlás sűrűségfüggvénye 
Megjegyzés 


-ISxs1 intervallumaokhoz tartozó terület a görbe alatti terület 
8.2 9o-a, —2 £ x £ 2 -höz tartozó pedig 95 4 §-a. 
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az ad 172 3 


41. ábra. Standard normális eloszlás elesztásfieevénye 


A (4) jobb oldalán álló integrál nem fejezhető ki elemi függvé- 
nyek segítségével, azonban a Bíw) értéke a gyakorlati alkalmazá- 
sok által megkívánt pontossággal táblázatokból kiszámítható. (1. és 
2. táblázat). 

A standard normális eloszlás (3) és (4) függvényének segítségével 
kifejezhetők az (1) és (2) függvények: 


0 -ze[827 c) (5) 





Fm-ej3 7) (re R3. (6) 


Mivel a normális eloszlás sürüségfüggvénye szimmetrikus a vár- 
ható értékre, ezért 


p(—x)— pi,  b(-x-i— bix) £7) 
továbbá a (7)-ből a standard normális eloszlásra a következő össze- 
függést kapjuk; 

P(—-x c X £ xyz db(xy— D(—x) — bf x)—í1—DíxhH—zDfx— I (8) 

A (7) és (8) összefüggések az Í. és a 2. táhlázatból kiolvasható 
értékek alapján a Bíx) és a elx) függvény értéktáblázatának bő- 
vítésére jól felhasználhatók. 

A ol) sürűségfüggvény y-gp(x) grálja az v tengelyre szim- 
metrikus, mivel páros függvény (40. ábra). A plx) mediánja Ü, 
mivel az N(Üü.b eloszlás szimmetrikus a 0-ra, a páratlan rendű 
momentumai 0-val egyenlők, így a ferdeségi együtthatója 15 Ü, és 


4.23. Norrnális elaszlás Ídi! 


mivel ú a maximum helye ( ex0) 7 3080 ), ezért a módu- 
sza 15 Ú. Az y-p(x) gráfjának inflexiós pontjai vannak az x-—l 
és x 5-1 helyeken. 

Tekintettel az (5) formulára, az y- f(x) gráfnak x—m egye- 
nes a gye és Így a maximuma 15 F1-nél van 


( fím) s 2 a 03989). Ha tehát az X valószínűségi változó 


Ním a) eloszlású, akkor eloszlása szimmetrikus az srt-re, medi- 
ánja is és módusza is m-mel egyenlő, minden páratlan rendű cent- 
rális momentuma és Így ferdeségi együtthatója is 0-val egyenlő, 
inflexiós pontjai pedig az x—m—d és x-mitcG helyeken van- 
nak. A normális eloszlás gráfjának lapultsági együtthatója Ü, mely 
a 53.3.1. pont (7) lapultsági együttható formulája alapján számítva 
igazolható. 

A pés f függvényekre elmondottakat felhasználva, valamint 
b és F closzlásfüggvények definícióira tekintettel, b és F gráf- 
jait jellemezhetjük. Az y— P(x) gráfnak x-0 helyen inflexiós 
pontja van, (0) — 0.5, és így mediánja 0. A (6) és (7) formulákra 


tekintettel, y—- Bíxi a (0) pontra szimmetrikus, az y-7 F(x) 
gráfnak pedig az x-m helyen van inflexiós pontja, Fí(rr) 5. ÉS 


az (m,) pontra szimmetrikus. 


Ha az X valószínűségi változó YVím,c) closzlású, akkor annak 


valószínűsége, hogy az m várható értékre szimmetrikus GC sSzórásá- 
val arányos hosszúságú intervallumba csik, csak attói függ, hogy az 
intérvallum hossza a 2 c -nak hányszorosa. Felhasználva a (3) és a 
(6) formulákat: 


P(ím—-ko EX £m-1kc)—2bík)—l], (k50 (9) 


amiből látható, hogy Ním,o) eloszlású valószínűségi változó elté- 
rése a várható értékétől valóban csak a £-tól függ. 
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Példák 

1. Számítsuk ki, hogy az X valószínűségi változó a várható értékétől legteljebb 
mekkora valószínűséggel tér el a szárásának [1-szeresével, 2-szeresével, ill. 3-szoro- 
sávab 
Mepatdás 

Felhasználva a (9) formulát és az 1. táblázatban adott Abír) függvény 71.00, 
f- 2.00. r— 300 helyekhez lartozó érlékeit, kapjuk: 


Fín—-c s X émiaiteiz 2 B()-1—2-08413-1—0.6826, 
Pin—-2a£ XX ámáazais 2 BE —-1—-23-ü8772—1-ú0 5544, 
Pun—3a £ X 2mi3G)—- 2 143) —1—32 08887 —1] — Ú 0974, (7) 


Tchát az X változó a várható értékétől egy szárásryira közelítöleg 8.083. két 
szórásnyira 0954, káram szórásítryira 0997 valószínűséggel tér el. A őr) formula 
az ún. táromsziema szabály, mely a gyakorlatban jól használható, hiszen azt fejezi 
ki pl. hogy az esemény I0000 kisérletből 9974 csetben bekövetkezik, A 37 -t a 
megengedhető legnagyobb mibdnak nevezzük. 

A műszaki- és térmészettüdömányok számos problérnájának megoldásához igen 
gvakran olyan valószínűségi változót rendelhelimk, arnelynek eloszlása normális 
vagy majdnem normális. (áz eltérésből adódó hiba a vizsgált 1clenség szerapuntjá- 
ból elhanyagolható; Ilyenek pl. az alkatrészgyártásban jelentkező mérelingadozá- 
sok. távolság és területmérés hibacloszlása, stb. 


2. Egy célgép 8.75 em várható átmérőjű, korongokat készít. [együk fel. hogy az 
X átmérő normális valószínűségi változó, melynek szórása O.Öfcm. Hány száza- 


lékos hibával dolgozik a célgép, ha 0.80 cm-nél kiscbb, és 0.84 cin-nél nagyobb 
köröngekat tékintünk hibásnak ? 


Megoldás 
A 0.6H) em standard értéke: PAZ as, 
056 
A 0.84 em standard értéke: be — 15. 


Annak valószínűsége, hogy hibátlan köröngök készülnek faz Í. táblázatból vett 
értékekkel 4 


P(-325£ Xt e 15) — (1,54—1—0(2 5) — 09332—(1—0 95838) — 
2 í19332—-00082 -— 0527 
tehát a hibás korongok gyártásának valószínűsége: 1—0927-60073, vagyis a ko- 
röngöok 7.350-a a feltételek szerint hibás. 
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Megjegyzések 


1. A binomiális eloszlású változók esetén a 


Pikdzbíik;n, p) -[ F (1 — pjt — [7 bee 
j 


valószínűségek kiszámítása nagy s értékekre igen fáradságos mun- 
kát jelent. Ha n nagy, valamint ha scm a p sem a g nem esik közel a 
0-hoz, akkor a binomiális eloszlás jól közelíthető az nap várható 


értékű, Jnapa szórású normális eloszlással. Így pl. ha a számú 
kísérlet esetén a p eleget tesz a következő egyenlőtlenségnek: 


0,637 0637 
1 ati p ez l — 1 ; 
9/n Van 


akkor a bík:n, pd kiszámítását célszerűbb az 








ín) k n-k 1 k—np 


Ip" a p 
lk) vnpg 1 4npg 


közelítő képlet alapján végezni, ahol e a standard normális sűrűség- 
függvény, s ennek megfelelően 


PAZ 7 Tang 7. an 
kex AT 


2. Centrális határeloszlás-tétel 








(10) 


Mint említettük, a természeti jelenségek vizsgálatánál gyakran 
találkozunk normális eloszlással. Egy véletlen esemény kialakulása 
általában nagy számú független véletlen hatás eredménye, ezért 
célszerű annak vizsgálata, hogy miként viselkedik nagy számú füg- 
gellen valószínűségi változó összege. Erre a kérdésre a választ az 
ún. centrális (központi) hatareloszlás-tétel adja: 

Ha az XI, Az... Xg. AZONOS eloszlású, független, véges vár- 
ható értékű és szórású valószínűségi változók, akkor 
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x 

im pi XrtX2ttXnenm MEN. fe 2 dr— (xx) (12) 
FHgjee L cdn 4 IT KN 

ahol m— MíiX;h cs XX) (kszl2,3,...h és BCx) a standard 
normális eloszlásfüggvény, nm az XptXort...t A, összeg vár- 





ható értéke, GAÁn pedig az összeg szórása, melynek következtében 


XÁgptXoat...FX,—-nm 
on 


valószínűségi változó várható értéke Ű, szórása pedig I. A centrális 
határeloszlás-tétel tehát azt mondja ki, hogy sok független valószi: 
nűségi változó összege normális eloszlású, vagyis (12) 

/ 
lim P(X, sze EN [- F(x) (12) 





nhn—ra 1na 


alakban 15 Írható. 
Példa 
Tegyük fel. hogy júliusban a A hömérséklet normális eloszlású, átlaga 267€, 


szórása 4€. Számítsuk ki annak a valószínűségét, hogy a hőmérséklet 2977 és 
3€ közé esik. 








Megoldás 
A 287C standard egysége a tf — — összefüggés felhasználásával: 
28-26 2.1 
4 4 2 
és 3 standard égysége: 
34—320 8 
TT ——— 2, 
4 4 


tehát 


PÍRB S H E34jz 2 S Hte 2 J- 0(2-6l 1 )- 09772 — 06915 — 02857. 
Lé, 


A hömérséklet kb. 0,28 valószínűséggel esik 287€ és 3470 közé. 
A Ht a H-nak megfelelő stándard valószínűségi változót jelöli. A számításhoz 
felhasználtuk az !. sz. táhlázatot, amelynek 2.0 sorában a Bíx értéke (9772, ésa 


0.50 sarában dXxi értéke 06815. 
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E.4. Ellenőrző kérdések a 4. fejezethez 


1. Mikor mondjuk az X valószínűségi változóról, hogy binhomiá- 
lis eloszlású? 


2. Mikor nevezzük az X valószínűségi változót Poirsson-elosz- 
lásúnak ? 


3. Mikor nevezzük az X valószínűségi változót hipergeometrikus 
eloszlásúnak? 


3. Mi a jellemzője az egyenletes eloszlásnak? 


5. Hogyan definiáljuk az exponenciális eloszlású valószínűségi 
változó sűrűségfüggvényét és eloszlásíüggvényél? 


6. Hogyan definiáljuk a normális eloszlású valószínűségi változó 
sürűségfüggvényét és closzlásfüggvényét? 


7. Hogyan értelmezzük a standard normális eloszlás sürüség- 
függvényét és előszlásfüggvényét? 


8. Milyen feltételek teljesülése esetén közelíthető a binomiális 
eloszlás normális eloszlással? 


V.4. Feladatok a 4. fcjezethez 


V.4.1. Számítsuk ki az 


a) H 367) b) 34) értékeket (pg —1). 
d 


V.4.2. Az A csapat nyerési esélye minden játszmánál a p- 2. Négy játszma le- 


játszása esetén mi a valószínűsége annak, hogy az A csapat 
a) pontosan 2 jáiszmát nyer; 
b) legalább I játszmát nyer; 
c) a jálszmák fclénél többet nyer? 


V.4.3. Egy üzem által gyártott alkatrészek 294-a selejtes. A megrendelő 10000 
db-os csomagban kapja az alkatrészeket. 


a) Mi a selejtes darabok várható értéke és szórása? 
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b) Hány db-ot kell véletlenszerűen kivenni és megvizsgálni ahhoz, hogy legalább 
096 valószínűséggel légyen köztük selejtes is7 (A kiválasztott darabokat vizsgálat 
után azonnal visszatesszük.i 


V.d.4. Egy lövész 7. valószínűséggel találja el a célpontot, 


a) Mi a valószínűsége annak, hogy 7 lövés közül legalább kétszer célba talál? 

Pi Hány lövést kell leadni ahhoz, hogy a célt 3 nál nagyobb valószínűséggel 
eltalálja? 

V.4.5. Legyen X valószínűségi változó Pelrson-eloszlású A -18 paraméterrel. 

a) Határozzuk meg pik:4) értékeit 501. 2,3.4 értékekre. 

B) öilyen valószínűségeei vész fel az X a várható értékénél kisebb értéket? 


V.4.6. Egy üzem termékei között 294 a selejtesek száma. Mi a valószínűsége an- 
nak, hogy egy 100-as mintában 3 db selejtes? 


V.4.7. A tv-képcsövek működöképességének időtartam-hossza légyen egy X va- 
lászínüségi változó, Legyen X exponenciális eloszlású, amelynek szótása $00 óra. 
Határozzuk meg az X 

a! várható értékét; 

6h súrűség- és eloszlásftggvényét És 

c) annak valószínűségét, hogy cgy véletlenül kijelölt képcső 3200 érán belül még 
nem hibásodik meg. 


V.4.§. Szárnítsuk ki a standard normális eloszlású X valószínűségi váltózó sürű- 
ségfüggyényének wlai helyettesítési értékeit, ha 


alxzl 63 bh x— fa; ci x s —2 08. 
V.4.9. Számítsuk ki a standard normális eloszlású X valószínűségi változó 

ap, PRüz XA Sl4él, hb) RP§e-I 375 XX S202) 

e) P(X 3113) d) pPdxIs6 


valószínűségett az I. táblázatban adott Bbtxi függyényértékek segítségével. 


V.4.10. Egy évfolyam 400 hallgarójának £ magassága legyen normális eloszlású 
170 cm-es átlaggal és 16 cm szórással. Hány hallgató 
a) tartozik a 166 cm és 182 csn közötti magassági intervallumba; 


bi nagyobb vagy éppen 190 cm? 


V.4.1t. Igazolja, hogy a A paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi 





A" 


A ri a NT LA ] LENT ! 
változó várható értéke —, SZÓráSNÉRYZEtE ——. 
A 
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V.4.12. Alma osztályozásánál azt tapasztalták, hogy 108 db közül 8574 első- 
osztályúnak minősíthető. Visszatcvés nélkül ís és visszatcvéssel Is vegyünk 4 elemű 
mintát. Az X valószínűségi változó jelentse a mintában lévő minőségi előírásoknak 
nem meglelelők szárnát. Mindkét mintavételhez adjuk meg X valószínűségeloszl[á- 
sát, várható értékét És szórását. 

V.4.13. Egy autómata gép által gyártott alkatrészek átmérője normalis eloszlású 
valószínűségi változá, várható értéke 8 mm, szórása Ül mm. Áz alkatrész nem 
alkalmazható, ha átmérője a várható értékétől 4-9-kal elter. :lckkora a hibás alkat- 
tészgyártás valószínűsége? 


ÖTÖDIK FEJEZET 


Milyen következtetést vonhatunk le a nagy számok törvénye alap- 
ján a kísérletsorozat eredményére vonatkozólag? 

A gyakorlat számos feladata olyan, hogy az ismeretlen eloszlás- 
függvényű, tetszüleges eloszlású XA valószínűségi változó várható 
értékét és szórását Jó közelítésben meg tudjuk adni, és ezen értékek 
alapján kívánjuk becsülmi a változó megfigyelhető értékei és vár- 
ható értékük eltérését. Ebben a fejezetben a valószínűség és a rela- 
tív gyakoriság közötti összefüggéseket vizsgáljuk. Ilyen problé- 
mákkal kapcsolatos első eredmények már 7. Bernowitr (1654-1705) 
halála után, 1713-ban megjelent könyvében olvashatók, 


5.1. A Csebisev-egyenlőtlenség 


1. Tétel. Ha X olyan tetszőleges nemnegatív valószínűségi válto- 
zó, arnelynek van várható értéke és c egy tetszőleges pozitív szám, 
akkor 
M(X) 

e 


P(X2e)e £1) 


Ut. ha X diszkrét valószínűségi változó megszámlálhatáan vég- 
télen xy, xa,... értékethez pi. fo... valószínűségek tartoznak, ak- 
kor várható értékére a következő becslést kapjuk; 


M(X)z OP 2 Ram 2 Deep -e Rp zeP(X 2 c), 


:—] . xee X;2€ xée 
amelyből már (1) következik. 


Ha pedig X folytonos és sűrűüségfüggvénye f(x). akkor az alánbi 
integrálégyenlőtlenségekből kapható (1): 


tra -Hön ea Her 
MGX [efrmd2 [rad fef(xddrze f feddrzeP(X 2 c) 
§ t C 


Li 
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Az (1) ún. Markov-egyenlőtlenségből (Markov, A. A. 1856—1922 
orosz matematikus; már könnyen előállíthatjuk a Csebisev-egyen- 
lötlenséget (Csebisev, P. L. 1821-1894 orosz matematikus). 


2. Tétel. Ha az X tetszőleges valószínűségi változónak van 
várható értéke és szórása, valamint k-l tetszöleges valós szám, 
akkor 


PIX-MOOI2 DX) 5 (2) 


vagyis annak valószínűsége, hogy az X a várható értékétől abszolút 
! 


értékben a szórás k-szorosánál többel térjen el, legfeljebb —-. 
kk 
Ti. ha az (1) egyeniötlenségben az 1. tétel feltételeimek eleget tevő 
X 2(X-M(XJ) 
és 
c-kDt(X) 
helyettesítést elvégezzük, akkor a 
2 
Pkx-Mexy? 2 köDRx) he E a kek EZé -— 
kö D (XI k 
egyenlőtlenséget kapjuk. Mivel 
(X-MEXIY 2KIDÉGY) 
egyenlőtlenséggel ekvivalens az 
IX -M(XII2KD(X) (3) 


egyenlőtlenséggel, így igazoltuk a (2) Csebirev-egyenlőtlenséget. 


Megjegyzések 


1. Ha arra akarunk választ kapni, hogy az X mekkora valószínű- 
séggel esik egy adott intervallum belsejébe, akkor a (21-ből (3) 
kömplementerének behelyettesítésével kapható 


3.4. A Csebisev-egyenlőtlenség fá! 


PÍM(X)—KID(XIEXeM(XJ4KD(X) je 


- EPÍX-MOOJZKDOO]z1— (4) 


egyenlőtlenséget használjuk. Ennek jelentése: 1-— -nét nem ki- 
I k 
sebb annak valószínűsége, hogy az X a várható értékének kP(XI 


sugarú környezelébe esik. Pl. a (2) formula értelmében annak való- 
színüsége, nogy nagyszámú független kísérletet végezve a megft- 
gyelt érték a várható értékétől abszolút értékben szórásának legfel- 
Jebb kétszeresével tér el 0.25, vagyis 2590, (4) szerint pedig 0,75 
valószínűséggel az (M(X)-2E(XI.M(X)42D(X)) intervallum- 


ha csik. 
2. A Csebisev-egyenlőtlenséget néha előnyösebb £fölXizesü he- 
lyettesítéssel 


2 
PÍlX-MXI2e)s wc (5) 





alakban használni. 


Félda 

Legyen egy X pozitív valászínűségi változó várható értéke: MIX) — 8; SZÓrÁSA: 
IX) z8. Számítsuk ki, hogy légféljebb mekkora valószínűséggel vesz fel a vál- 
tozó 52-t vagy annál nagyabb értéket. Mennyi a valószínűség pontos értéké, ha 
feltesszük, hogy az eloszlás exponcnciális ? 
Megoldás 


Az X a várható értéktől 52-§-—-d4d értékkel tér el, ha eléri az 52 értéket. Negatív 
értéket nem vesz fci, tehát annak valószínűsége Ű, így a Csebisev-egyenlőtlenség 
alkalmazható az £ — 44 értékre: 


— né 
rÍjx, -8 2 44 aaz 700331 


Tehát legfeljebb 00331 valószínűségeeci veszi fel a változó legalább az 52 ér- 
téket. 
Feltesszük. hogy A exponenciális eloszlású, így az eloszlásfüggvény értéke: 
A 


F(Xj-1-e 8 
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tehát a keresett valószínűség 


Era 


a 


P(X 2 52)-1— F(52J—-e § -e fő — A. sz 00015. 
Ex 


Amint látható. az cxponenciális eloszlás feltételezésével számított Ü.Ü015 pontos 
érték lényegesen kisebb. mint a Csepisev-egyenlőttenséggel kanott Ü Ö331 felsö 
karját. 


5.2. A nagy számok törvénye 


A valószínűségszámításban nagy számok törvényeinek nevezzük 
a tételek olyan csoportját, amelyek a valószínűségi változók és 
várható értéket közötti sztochasztikus konvergenciára vonatkoznak. 
Definíció. Az XL. X a)... valószínűségi változók sorozatáról akkor 


mondjuk, hogy sztochasztikusan konvergál az X valószínűsé- 
gi változóhoz, ha bárhogy választva az erű számol, az 


ÍX — XI :€ egyenlőtlenség teljesülésének valószínűsége 0-hoz 
tart, ha a minden határon túl nő, azaz 

Him PÍX, — XI5 €)- 0. 

1—zan 

3. Tétel. (Nagy számok gyenge törvényey. 

Legyenek az Ar, Xa.cog Ag e valószínűségi változók függet- 
lenek; eloszlásuk, m-mel jelölt várható értékük, 5" -tel jelölt szó- 
rásnégyzetük azonos, akkor az 
FK - ÁptáAat.. b A, 


A FI 


számtani közép sztochasztikusan konvergál az m várható értékhez, 
ha A minden határon túl nő, azaz 


lim PÍX, —m2ejz0 vagy  lim PÍZ, - mc ej-i. (1) 
Hart F-ajom 
MIATT MÁÁ] tt MÁÁ) a-m 


Ui. M(X,)z z 
ft 


s mivel Xp o AXa,... Xg független valószínűségi változók, ezért 
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DUXp4X2t...4X.)E 
—- DX DÉGK gk EDÜX 150. 


Tekintettel arra, hogy 


DAX)-Dof/frtXatotáa h 


at Ft 
b DYX£X.4..RXE 
772 pt X2t...4Xh)- 
z 
A ] SL 5 
02 (r-s ) " 


így a Csebisev-egyenlőtlenség (5) alakját használva: 
zZ 
7 § 
P(X,-m2ejs mi (2) 





amelyből r—s es esetén, a jobb oldal lari a 0-hoz, így következik a 
tétel állítása. 
Megjegyzések 

1. Ha egy kísérletsorozat valamely A eseménye tetszőleges sok- 
szor mégismétlődhet, akkor megmutatható, hogy van olyan fv szám, 
amelynél a 2 WV számú kísérlet tüggetlen megismétlésénél Í-hez 


de Tr r rT P a K 
tetszőleges közel lesz annak a valószínűsége, hogy az esemény 7 


relatív gyakorisága és p valószínűségének abszolútértékben vett 
éltérése kisebb egy előre megadott tetszőleges pozitív £-nál. 

Alkalmazzuk a Csebisev-cgyenlőtlenséget a binomiális eloszlás- 
ra, akkor a nagy számok ún. Bernoulli-féle törvényét kapjuk: 


úr zelső (3) 


2 
JAN , k . , . 
ahol ps P(A) az PIA) 1—- p és ma A esemény relatív gya- 





e 


korisága. 
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Z2. A 3. tétel akkor Is igaz, ha csak azi a feltételt kötjük ki, hogy 
létezik az X; valószínűségi változók MEX;) (27 1.2,...) várható 
értéke, 
Példa 
Hányszor kell egy kockát feldobrú, hogy a 6-os dobás Fi valószínűségét annak 


relatív gyakorisága legalább 0.75 valószínűséggel Ú,15-nál kisebb hibával mcg- 
közelítse, ha a szórásnégyzet 0, Id? 


Megoldás 
Jelentsz A a 6-as dobás eseményét. A (3) képletbe psz 4-1--EZ ÉS 
l 5 ili 
Paz. 14 helyertesítéssel 


; 5 
5-4 201512. 
h 6 1 ÜI5n 


Az egyenlőtlenség bal oldali valószínűségének 0,15-nál kisebbnek kell lermie, 
hogy a kérdéses eseménnyel ellentétes esemény legalább 0.85 valószínűséggel be- 
következzék, Ennek feltétele, hogy 





AZ 2025, 
Ú 159 a 
amelyből kiszámítható az A értéke: 
ölZ s 2489 z 25. 


jer, e Te GATT ETARETYAT 
0158 .015 


Tehát 25-nél többször kell feldobni a kockát az adott feltételek mellett. 


E.5. Ellenőrző kérdések az 5. fejezethez 
1. Hogyan becsülhetjük a változó értékei és várható értéke kö- 
zötti eltérést? 
2. Hogyan becsüljük egy esemény relatív gyakorisága és való- 
színűsége közötti eltérést? 


3. Miként értelmezhető a Csebisev-egyenlőtlenség és a nagy 
számok törvénye? 


V.5. Feladatok az 5. fejezethez jő5 


V.5§,. Feladatok az 5. fejezethez 


V.5.1. Számítsuk ki, hogy az X pozítív valószínűségi változó legfeljebb mekkora 
valószínűséggel vesz fel legalább 70-es értéket, ha M(X)5sZü és DX) 520? 


V.5.2. Egy kötélgyártó 35 m hosszú köteleket gyárt 03 m szórással. Legfeljebb 
mennyi annak valószínűsége, hogy a kötél hossza legalább 1 m-rel ellér a várható 
35 m-es értéktől"? 

V.5.3. Egy gumikesztyűgyár termékeinek 1096-a hibás. A vevő csak akkor haj- 
landó a leszállított tételt átvenni, ha abban legfeljebb I27 hibás. Hány darabos tétel 
szállítására kössün szerződést a gyár, hogy a hibás kesztyük relatív gyakorisága a 
meglclélő valószínűségtől legalább 0.65 valószínűséggel ne térjen el 0.02-nál na- 
gyübb értékkel? 


A MATVEMATIRKALSTATISZTIKA ELEMEI 


essstettkai nini uvetet 
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bagjezelenkéni ellenősző kerdesekkel és Eledatokkal 


II. RÉSZ 


A MÁTEMATIKÁLSTATISZTIKA ELEMEI 


ELSŐ FEJEZET 
1.1. Bevezetés 


Milyen tárgykörök tartoznak a matematikai statisztikához? 

A statisztika a tömegjelenségeknéi észlelhető tapasztalati törvé- 
nyek empirikus mérések általi feltárásával foglalkozó tudomány. 
számos természettüudománynak (fizika, mológia, stb.i és társada- 
lomludománynak (gazdaságltudományok, demográfia, stb. nélkü- 
lözhetetlen scegédeszközc, amely clsősorban a valószínűségszámítás 
és a matematikai statisztika eredményeire és módszereire tárnasz- 
ködik. 

A matematikai statisztika a valószínűségszámítás egy önálló fe- 
jezete, amely a megfigyelések és mérések eredményeiből az ún. 
statisztikai adatokból következtet eseményék ismeretlen valószi- 
nűségeire vagy valószínűségi változók ismeretlen eloszlásfüggvé- 
nyeire és ezek paramétereire. Köüvetkeztetései ún. valószínűségi 
itéletek, amelyeknek a bizonytalanságaiból fakadó hatásokat 15 szá- 
mitásba tudjuk venni. A malematikai statisztika feladata egyrészt - 
az előbbiekben említett problémák kezeléséhez — olyan módszerek 
kidolgozása, amelyekkel a jelenségek megfigyelésébői, mérések 
útján előállított tapasztalati adatokból a keresett elméleti értékekre, 
az eloszlástüggvények paramétereire (várható értékére, szórására) 
a lehető legtöbb információt nyerhetiük. másrészt az adatokat szol- 
gáltató kísérletek optimális tervezése. 

Például egy darabológépet adott hosszúságú pálcikák előállítására 
állítottunk be. A pálcikák, a gép fizikai állapotától, a levegő hömér- 
sékletétől, stb.-től függően, a pontos mérettől eltérő — tosszabb és 
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rövidebb — méretűek ís lehetnek. Tapasztalatból tudjuk, hogy a 
pálcikák X hossza normális eloszlású valószínűségi változó. Vélet- 
lenszerűen kiválasztunk A pálcikát, melyeket lemérve XI, X2 ns. 


méreteket kapunk. A kapott mérési eredményekből statisztikai 
módszerekkel kiszámítjuk közelítően a várható értéket és a szórást, 
és a lovábbrakban a lérvezéshez az Így meghatározatt normális 
eloszlású valószínűségi változóval végezhetjük számításainkat. 
Arra a kérdésre, hogy egy ismert eloszlású X valószínűségi változó 
milyen valószínűséggel esik egy adott intervallumba, a valószí- 
nüségsszámítás témakörében olyan formulávai adhattunk választ, 
amelyben a várható érték és a szórás 15 ismert volt. A matematikai 
slatisztikában az ilyen típusú kérdésre csak akkor adhatunk választ, 
ha előbb az adatok alapján a várható értéket és a szórást közelítően 
meghatározzuk, érlékeiket megbecsüljük. 

A matematikai stattsznaika modern elmélete. bár egyes módszerei 
régebbi keletűek, csak a valószínűségszámítás Kolmogoraveféle 
megalapozása óta alakult ki. Alapja a 18. és a 18. században rak- 
ták le. Így pl. 7. Bagyes (1702-1761) módszert dolgozott ki az el- 
oszlások meghatározására, PF. 5. Laptace (1749—-1527). K. F. Gauss 
(1777-1855) és A. Legendre (1752—I833) a becsléselmélet megala- 
pozását végezték el azzal, hogy kidolgozták a hibaszámításhoz a 
legkisebb négyzetek módszerét. A domográfiában és az ipari minő- 
ségellenőürzésben M. V. Osztrogradszkíj (1801—1862) alkalmazta a 
matematikai statisztikát, melynek 1gen gyors feilődését Fo L. 
Csebisev (18521—I894), A. A. Markov (1856—1922), A. M. Liapunov 
((8s7-előlő) és A. Ouetelet (1796—1874) munkássága serítette elő. 

A 20. században pedig K. Pearson (1857—1938), fordán Károly 
(1871—1959), A. A. Fisher (1890-1962), Srudent fercdeli neve: 
W. S. Gosset (1876—19371, , Neyvyman, E. 5. Pearson, M. f. 
Kerndelt, v. ft. Gtivenko, A. N. Kolrmogorov, A. §. Hincsin, N. V. 
szeirnov és B. V. Gyyegyenka kutatásai, valamint az alkalmazás- 
ban elért eredményei hozták létre a matematikai statisztika modern 
elméletét, amelyet a magyar származású Wald Ábrahám a döntés- 
függvények elméletében egyesít és általánosít. 

A matérnatikai statisztika elmélete és alkalmazása szempontjából 
jól körülhatárolható föbb fejezeten a mintavétel elmélete, a becs- 
iéselmélet, a hipotézisvizsgálat, a korreláció- és regressztószámítás, 


1.2. Srarisztikai mintavéret I7íi 


a szóráselemzés, a faktoranalízis, a kísérletek tervezése és a hiha- 
számítás. Ebben a II. részben az első négy tárgykörre! foglalko- 
zunk. Azok számára, akik a többi tárgykörrel is meg akarnak 15- 
merkedni, az irodalomjegyzékben felsorolt műveket ajánituk. 


1.2. Statisztikai mintavétel 


Hogyan válasszunk mintát egy alapsokaságból ? 

A továbbiakban statisztikai sokaságnak nevezzük az elemek 
(egyedek) olyan halmazát, amelyeknek lulajdonságait a maternati- 
kai statisztika fogalmaival és módszeretvel jól jellemezhetjük. 
Statisztikai sokaságot alkotnak pl. népcsoportok egyedeinek ösz- 
szessége, különböző ágazatok által cióállított termékek, a mező- 
gazdaság állatállotnánya. 

Á slaúsztikai sokaság egészének vizsgálata gyakran kivihetetlen 
vagy csak igen nagy fáradsággal és költséggel valósítható meg, 
ezért a vizsgálat céljára kiválasztjuk egy részét. amelyet statiszti- 
kai mintának nevezünk. A mintavétel azt jelenti, hogy a StAtiszti- 
kai sokaságból véletlenszerűen többször kiválasztunk bizonyos szá- 
mú elemelt. Az clemek független kisérlet vagy megfigyelés ered- 
ményeit, azonos eloszlású független valószínűségi változók. Pl. egy 
F(x) eloszlásfüggvényű változóra vonatkozóan sz mérést végzünk, 
melynek eredményeként 4, xa,..., x, értékeket kapjuk. Többször 
megisméleíve a mérést, az Xpg.XogsssssXut XP XI7 saga... ÉTÉ 
kek általában különböznek egymástól. Jelöljük a sokaságból kivá- 
lasztolt ? elemű mintát Xg. Aa. Xg nel. Az egyes változók. az 
egyes megfigyelések eredményeit, A-szel azonos eloszlásúak €s 
egymástól függetlenek. Így pl. a folyamatosan gyártott termékek 
összességét, a gyártmánysokaságot (az alapsokaságotj minősíittük a 
bizonyos számú véletlenszerűen kiválasztott termék, a minta minő- 
sége alapján. Általában alansokaságnak nevezzük az cgyédeknek 
azt a halmazát. amelyből a mintavétel során a mintát vesszük. 

A statisztikai mintavétellel szemben támasztott alapvető köve- 
telmény, hogy az reprezentatív mintavétel legyen. Általános ér- 
telemben reprezentatív a véletlen mintavételt, ha minden lenetséges 
mintának egyenlő valószínűségre van a kiválasztásra. Az alapsoka- 
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ságból kiválasztott XI, Xos cs Xn TMintaelemekkel szemben fon- 


tos követelmény, hogy hűen tükrözze azt a sokaságot, amelyből 
való és a lehető legtöbb információt nyújtsa az ismeretlen eloszlás- 
ról. Ez elérhető, ha a mintaelemek eloszlása azonos és áz alapsoka- 
ságéval is megegyező, továbbá, ha a mintaelemek összességükben 
független valószínűségi változók. Az első követelmény azt jelenti. 
hogy 

P(X ; az x)- Fíx) 


feltételnek í-től függetlenül kell teljesülni. Ekkor mondhatjuk azt, 
hogy a véletlenszerűen kiválasztott mintaslemek reprezentálják az 
alapsakaságot. A második követeímény teljesülése biztosítja, hogy 
elegendő információt kapjunk a vizsgált valószínűségi változó el- 
oszlására és cgyes paramétereire. A mintaeélemek függetlenségének 
és az azonos eloszlásának biztosítására a kisérleteket, megfigyelé- 
seket egymástól függetlenül kell végezni. 

A matematikai statisztikában mintának nevezzük azoknak a 
számértékeknek a sorozatát 15, amelyet pl. a minta elemein végzett 
mérések útján nyerünk. Például. ha valamely E csemény valószínű- 
ségét akarjuk meghatározni, akkor az cseményhez rendelt X; vál- 
tozó értéke 1 vagy D lehet, attói függően, hogy az £-edik kísérletben 
az E vagy E következik be. Az XI. Xa.... Xn mintaclemek a 


véletlen eseményre vonatkozó megfigyelési ériékek, amelyek a 
kísérlet befejezése után rt számú rögzített adatot jelentenek. Így pl. 
a minta élemei lehetnek termésbecslés esetén a véletlenszerűen 
kiválasztott n szárnú adott nagyságú terület terméseredményet; n db 
véletlenszerűen kiválasztott gépalkatrész hosszára, súlyára, stb.-re 
kapott számértékek; fizikai, kémiai kísérletek anyagaira vonatkozó 
független mérések eredményei, stb. 

Pl. a Tisza álomtartalmának megállapításához a szennyezési idő- 
szakban naponta többször bizonyos mennyiségű vizet kimernek és 
laboratóriumban meghatározzák óloömtartalmát. Jelölje az A való- 
színűségi változó a vizadagonként mért ólomtartalmat, ekkor az n- 
szer kimert vízadag méréssel kapott élomtartalom értékei legyenek 
XI.X2v--rrXp. ÉS ezzel! egy statisztikai mintát állítottunk elő. Több- 


ször megmérve na vízadagot, azt tapasztaljuk, hogy a minta elemei 
más-más értékeket vesznek fel. Az előállított statisztikai mintából 
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következtetünk az X valószínűségi változó eloszlására, várható ér- 
tékére, szórására, 

(ryakran az a követelmény, hogy a statisztikai miniavétel csak 
bizonyos jellemzők szempontjából legyén reprezentatív, ilyenkor 
űn. rétegezeit mintavételt alkalmazunk. Ez olyan mintavétel, 
amelynél az alapsokaságot a mintavételt megelőzően bizonyos 
rétegekre (részekre) bontjuk, és az egyes rétegekből vesszük ki a 
minta meghatározott (általában arányos) részeit. Pl. az ország la- 
kosságát nemek szerint két rétegre, vagy kör szerint több rétegre 
osztjuk és az égyes rétegekből a részmintákat véletlen mintavétellel 
választjuk Ki. 

A véletlen minlavéte! legmegbízhatóbb módja a véletlen szám- 
táblázat alapján való kiválasztás. A mintavétel alkalmával az alap- 
sokaságnak azokat az elemeit választjuk ki, amelyek sorszámait a 
véletlen számtáblázatból kiolvastuk. Előfordulhat, hogy az alanso- 
kaság clememek elhelyezkedése véletlenszerűnek tekinthető, ilyen- 
kor a mechanikus fszisztematikusi mintavétel is alkalmazható, 
pi. az. elemek közül mmden 30-adikat választjuk ki. 

A matematikai tárgyalás szempontjából a statisztikai mintavéleI- 
ből származó minta elemeit független, egyenlő eloszlású valószi- 
nűségi változóknak tekintjük. (Ha az alapsokaság elég nagy és a 
mintavétel reprezentatív vagy az alapsokaság elernei ís független, 
egyenlő ciloszlású valószínűségi változóknak tekinthetők, akkor az 
előbbi feltevés a valóságot jól megközelíti, ) 


1.2.1. A statisztikai minta jellemzői 


Legyen az X valászínűségi változó előszlásfüggvénye F(x). Te- 
kintsük az X-re vonatkozó 

XI..X2. c X. (1) 

n elemű mintát, Mivel a minta elemeinek kiválasztása véletlensze- 

rűen történik, tehát - mint említettük — azok ís valószínűségi válto- 


zők. Pi. az X valószínűségi változóra vonatkozó -elemű mérésso- 
rozat A-szeri elvégzésével kapott 


XX fas Ad yssea X in (t—1,2,....m 


eredménysorozat általában nem azonos. Így nyilvánvaló, hogy az 
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XI. .Xa. c. Xn Mintaclemek valószínűségi változók, A-szel azo- 
nos eloszlásúak és egymástói függetlenek. Mint a bevezetőben 
említettük a matcmatikai statisztika feladata, hogy a mintából kö- 
vetkeztessen az alapsokaság (elméleti eloszlására, sürüségfügg- 
vényére és azok paramétercire, 

Az X változó (1) mintaelemci meghatározzák a tapasztalati 
(empírikus) vagy mintdelosztást, amcly a japasztalatt eloszlás- 
függyénnyel vagy a gyakorisági elosztássai jellemezhető. A minta 
elemeiből kiszámított értékek a starisztikai függvények, röviden 
statisztikák, amelyek közül a legfontosabbak a mintaközép vagy 
számtani közép, a medián, a mintaterjedelem és a tapasztalati Szó- 
rás. A mintaelemekből alkotott statisztikák alapján tudunk jó in- 
formációkal szerezni az. eloszlás elméleti jellemzőire. 


Definíció. Az (13 n elemű minta X mintaközepének, mintaátjagá- 
nak vagy számtani közepének (empirikus várható értéknek) az 


Fi 
p3 A ; 

X ki Xi FAartoat Aj — 4-1 

F H 

képlettel meghatározott számértéket nevezzük. 

A mintaátlag várható értéke az egész sokaság várható értéke, 
azaz 
M(Xiz M(X). 

Az egyes mintaelemek X;- X eltérése (1—1,2,....nd össze- 


gezve mindig zérus, azaz 
ht Hl 
9(x,-xJ-a. (3) 


Ha az F(x) eloszlásfüggvényről fettesszük, hogy folytonos, ak- 
kor 1 a valószínűsége annak, hogy a mintaelemek között két 
egyenlő érték nem fordul elő. Ekkor a minta elemeit nagyság SzE- 


rint rendezhetjtik (jelölje ezeket A ; ): 


4 
XI €X Ta A 
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—  rrn 


7 : 1 hel r . a új a a 
Az A; az f-edik rendezett mintaclem szintén statisztika, mint 
hogy az a számú véletlen minfaelem függvénye. 
Definíció. Az 
at 


XI.Xor.v.X a (4) 


rendezett mintaeclemek közül a mediár: 


haj 


A ml 


han — zni páratlan szám (a (4) középső eleme) és 


ő.) 3 
Xi "r A gl 


a KNNNEKEll (5) 


ar 


ha a — 2m páros szám. 


Definíció, A (4) rendezetl minta legnagyobb és legkisebb elemének 
KR különbsége a mintaterjedelem (empirikus terjedelem 


Pk sp . 
R—-X,—Xj. fú) 
Definíció. Az X, Xa, Xn véletlen minta f£,(x) tapasztalati 
(empirikus) eloszláslüggvényét az 


(0 haxéXi 
I 


MENÉS ; a I 
Fmsfé, haX, cxéX..1, tk —12,....n—D) (7) 


az 
I, haX, dx 
képlettel nalározzuk meg. ahoi k jelenti az x-néi kisebb mintaele- 


; k. . ; . 
inek számát, Fi pedig a relatív gyakoriságot. 


Az OS F,(xsl tapasztalat eloszlásfüggvény monoton, nem 
csökkenő, balról folytonos lépcsős függvény, a mintaclemek által 
megszabott ugrásponlokkal. Azt ís mondjuk, hogy az f.fx) lép- 
css függvény minden x helyen felvett értéke az X ex éscmény- 
nek a mintából számított relatív gyakoriságával egyenlő. 
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Megjegyzés 


Igazolható a következő állítás: ha a minta elemei függetlenek és 
azonos eloszlásúak, akkor a minta lapasztalati eloszlásfüggvénye 1 
valószínűséggel egyenletesen konvergál a megfelelő elméleti el- 
oszlásfüggvényhez. 

Ha a mintaelemek n száma elég nagy, pl. n—108, akkor olyan 


eloszlásfüggvényt kapunk. amelynek ugrásai kicsik 105) és Így 


ez a gyakorlat számára jól használható eloszlásfüggvény. 
Különösen nagy minták esetén a (7) tapasztalati eloszlásfügg- 
vény helyett célszerűbb az 


ü, haxsxgp 


É 
xs 28 baxascxszap (kslluar) (8) 
1—1I 
Il,  hax,. ga 


ún, közelítő tapasztalati eloszlásfüggvényt használni, amelynél az 


4 


ugrás nagysága helyett a g;—— relatív gyakoriság, ahol f; az 


fxXeg Ay] intervallumba E5Ű mintaelemek száma. A (8) előállítása 
a következő lépésekből áll: 
ajAz Xn Xav s An mintából kikeressük a legkisebb XI za, 


és a legnagyobb X — hb elemet, és xg —d, Xj. Xs... X, Eb osztó- 
pontokkal az (a.b) intervallumot r egyenlő (vagy nem egyenlő) rész- 
re osztjuk, ún. osztályközöket képczünk. Pl. az osztályközök r számát 


Jn -hez legközelebb eső egész számmal adjuk meg, de szükség 


szerint változtathatjuk az osztályközök számát, hosszát. Fontos, 
hogy minden csztályközhöz tartozzék mintaelem, 


b) Megállapítjuk az egyes mtervallumokba eső mintaelemek szá- 
mát, azaz az egyes intervallumok gyakoriságát, az fi, fa... f, 


értékeket, amelyek összege ft fat... Rf -n; 
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c) Kiszámítjuk az intervallumok 
B - d , (EL 2.....r, gy Fgat...tg, 7] 


relatív gyakoriságait: 


d) Az Fe) közelítő tapasztalati eloszlásfüggvényt koordiná- 
larcndszerben ábrázoljuk. (L. a 42. és a 46. ábrát.) 


A valószínűségi eloszlást 15 szemléltethetjük, ha a köordináta- 
réndszérben minden €x; ort) intervallum fölé f;-vel arányos 
magasságú paralelogrammát rajzolunk. Ha a magasságot éppen g;- 
nek választjuk, akkor az űn. relatív gyakoriság hisztogramját 
kapjuk. 

Ha a koöordinátaréendszerben minden (x; o 1;x,) részintervallum 
fölé 

fi :— 
Feguyegn fiz d,2,....r) (9) 
magasságú téglalapot szerkésztünk, akkor az Ún, sürüséghisztogra- 
mot kapunk. A téglalapok területösszege I: 


F 


; Li 
7— (xx xepe Eg I. 


fel 9 ér 7-1 


Ha téglalap helyett csak az x tengellyel párhuzamos egyenes sza- 
kaszokkal készítjük el a gráfot, akkor az ffíx) elméleti sűrűség- 
függvényt közetítő f(x) tapasztalati sűrűségfüggvényt kapjuk. 
Az így kapott ábra jellegzetes pontjait egyy folytonos vonallal, ún. 
burkoló görbével összekötve, az f(x) elméleti sűrűségfüggvény 
jellegére következlethetünk (44. ábra). 


Példa 


Egy présgépen d — 24 mm átmérőjű korongokat kell gyártani. A karongok vélet- 
lenszérű fizikai hatások következtében d értékétől eltérői átmérőjűek ís lehetnek. Az 
elkészült korongok közül 55 db-os rintát lemérve 23.80 min és 24.20 mm közötti 
értékeket kaptunk. 008 mm-es osztályközöket képezve megállapítottuk a gyakorisá- 
got, majd kiszámítottuk a rciatív gyakoriságokat, azok összegét és a sürüség- 
hisztogramhoz a téglalapok magasságát. Ábrázoljuk az empirikus eloszlásfüggyényi, 
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a sürűséghisztogramot és a közelítő tapasztalati sürűüségfiegvényt a táblázatba fog- 
lait adatok alapján. 


Csztályközök: Relatív Tkoniság: 
0.08 mm Cryakoriság: 


Tess e TET 
T 


ENETCEZTEN ENKEN EK  EENETCN TET 
JENEZTESZEON ENNE NNNE NN KESZ: BET B 





Mepoldás 
Az Fisfx) empirikus eloszlásfüggvény 253,80-nál kisebb x-ekre 0-val egyenlő, 
majd 008-os intervallumonként x tengelytől bag: ; távolságú, az x tengellyel pár- 
i 
huzamos egyénes szakaszokkal alkotott. balról folylonos lépcsősfügsegvény (interval- 
lum felosztásnak az ösztályközepeket vettük, 42. ábra). 


iT- 
A sürűséglhisztögramot intervallumeonként az x tengelyre mérőlégesen állá vez 


magasságú téglalapok alkotják (43. ábra). Az fi.(xd tapasztalati sÜrűüségfüggvény 
és a közelítő burkolágörbe normális eloszlást mutat (44. ábra). 





Ü 25,04 23.92 24 2408 24.16 x 


dz. ábra, Az Ffasfx) tapasztalati elosztás fü gevény 
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Ü 23.88 23.68 2398 24.04 2412 z42z0 x 


43. ábrel Súrűségítiszíőgraim 





Ü 23a 23.88 2396 2404 2412 24.20 0 x 


44. ábra. Az fasfx) tapasztalati sűrűségfüggvény és burkolója 


A minta jellemzésére fontos mutató a tapasztalat (cmpirikus) 
vagy mintabél szórásnégyzet és szórás, valamini a lapasztalali 


műrnentunm. 
A tapasztalati szórásnégyzet s7, a mintaelemek mintaközéptől 
való eltérésel négyzetének számtani közepe, azaz 
H —. 9 
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A (10) helyett kis s számú minta cselén (nélül, az ún. korri- 
galt tapasztalati szórásnégyzetet használjuk: 


D(X,-XY 
1-1 
ai (11 


A tapasztalati szórásnégyzet Is, és a korrigált tapasztalati szórás- 
négyzet Is véletlentől függő változó. Bizonyítható, hogy a korrigált 
lapasztalati szórásnégyzet várható értéke az X valószínűségi változó 
szórásnégyzelé, Azaz 


sz 


M (S Hé) — 07, 
2. 


Nagy mintaelemszám esetén az $7 És sé közötti eltérés elha- 


nyagolható. A tapasztalati szórást az 





s- 8 — —, (12) 


sr E — (13) 
képlettel számítjuk Kt. 
Megjegyzés 
L. Osztályközök képzésekor, ha a minta elemei f; gyakorisággal 
adottak az asztályközökben, akkor a mintaatlagot 
fű 
DÍ; 
7 - iz 3 
X a (14) 
a tapasztalati szórást, III. a korrigált lapasztalati szórást 





rre 


k — 
2. (xy — xy 
EL —— ő (15) 
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képlettel számítjuk, ahol x; az egyes osztályközök osztályközepe, 
az osztályközepek (III. a ténylegesen különböző x; értékek) szárna és 


k 
n- 3 f;. 


iz] 


He 


Z. A tapasztalati szórás és a mintaközép hányadosát, az Fo, zs, 
X 5 0 statisztikát, relatív szórásnak fvarrációs ténvezőnek) nevezzük. 


3. Az (1) mintához tartózó k-adik tapasztalati momentum, 
kiszámítását az 


mzt(XfXS-...4XÍ), (kz23..) (16) 


ni]. a ú, centrálts momentum kiszámítását 


"I — 
2. fa; - xy 
— ízi 
Hy — n 


képlettel végezzük. Ha a d osztályköz hem egységnyi, a (16) helyett a 





(17) 
formulát használjuk a k-adik centrális momentum kiszámítására. A 


AI 
szőtt 
2. -X) 
H3  izi 
(d nert 
s7 n:§ 
hányadost, azaz a harmadik centrális momentum és az empirikus 
szórás harmadik hatványának hányadosát empirikus ferdeségi 
együtthatónak, a 


Hi Hl 
u 940p-Xy 
EL r-l 
vaz 3-8 — 3 
s" neg 
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formulát pedig a lapultság empirikus mérőszámának nevezzik 
(l. a 3.3.1. pontot]. 

A rendezett minta 5-edrendú kvantilise az a mintaelem, amelynél 
kisebb a mintaelemek 100p9-a (Üx-gpai), vagyis ez az elem a 
rendezett minta [npi-r 1-edik eleme, ahol [np] az Hp szám egész 
FÉSZE. 

Ha pl. a rendezett minta elemci 

I.2,3.4,5.6,7,8,9 10.11, 12.13. 14, IS, 16 
rö. 
Iza dos ö 78 8 gú dioda, 13. I4 15.16, [7 


akkora -£ -hez tartozó alsó (negyedrendűj kvantilis az első esetben 


rolr1-[16.5[riz4lrls44175, 


a második esetben; 


[mp] 1 - 174] z [4d.2516-1-4-41 55. 


Az alsó kvanulisnek mindkét esetben az 
xx 
A , — Xs a a 
; 
elemet tekinttik. Téhát a mintaelemek - része, szaz 100 a — 2558 -a kisebb. mint 


Xs nő5. 


Félda 

Egy automata darabológép adott hosszúságú pálcikákat készit Az elkészített 
pálcika hossza legyen az X valószínűségi változó. A pálcikák hossza az adott 
hosszúságnál nagyobb ís, kisebb is lehet. Tegyük fel. hogy n-7 20 mérést végezve ü 
méreteltérések. számát mm-es intervallumonként rögzítéttük; a 4 és 43 mm közé 
1-1, a 33 és H2 imim közé 3-3. a t2 és $£l min közé 4-4, a £] és ú mm közé 
pedig 5-3 cselt. 

Szerkesszük meg 

ét) a hosszúság eltérés sürűséghíisztogramját; 

by a közelílő lapasztalati eloszlásfíűggyényt, 
és számítsuk ki 

c) a mintaátlagot; 

d a kornigált tapasztalati szórást. 
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Megoldás 
Először kiszámítjuk és táblázatba foglaljuk a szükséges részeredményeket. 


Osztályközök: [ Osztályközép [ Gyakoriság: ( Relatív gyakoriság: 3 fé; 
mim x; mm I 


Í §i 
KENECETRNR TNGNETN MENNE CEN IEZZZEI 
3 


sző 


29726 
28/26 


a) Mivel x,— ax; p—1, czért inticrvallumonkénta c, magasságú téglalapak ad- 





ják a hosszúságeltérés sürtséghisztogramját (45. ábray: 





126 


—meerazzr ; ; ; du 


: 3 3 3 ; : :  hosszeltérés 
semm — e -—— —— 1 —— —— 1 ——— 4 Írm] 
4 a a a B 1 27 3 4 
45. ábra. Sürűséghíisztagrai 
bb A közelítő tapasztalan eloszlásfűüggvényt az 
ü, hax3—35 
k 
me odz re han a 2 xéxp tk 12... 
Feel 
1, haxs3a 


képlet definiálja. (intervallum felosztásnak az osztályközepeket vettük, 46, ábra.) 
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A F00 





zel e 128 
45 -VSŰÜ 05115 25 35 


4 


46. ábra Az tol fx b tapasztalati eloszlásfüggvény 





hosszeltéerés 


35 25 im] 


c) A mintaátlag, riivel az egyes osztályközepet f. -szer veszi fel a változó, ezétt 


k 
25; 
g.izl Hi 


H 





. 1-(—35)-43-(—259-4-(—15)--5 (05-45. (05)-44.1543-2.5-41.75 
26 Ni 


amit a hosszúságeltérés szimmetrikus volta rniatt közvetlenül is heláthatunk. 


d] A kortigált tapaszlalati szórás: 





k — 
2. Ax; - XI 


i-i 





rt—l 


903490 5-0 505045 HAS 
25 s 


— Er — 133 s 182 mrn. 
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E. Ellenőrző kérdések az I. fejezethez 


1. Hogyan halározható meg a matematikai statisztika. valamint 
feladata és tárgyköre? 


23. Mit nevezünk sokaságnak és mintának? 


3. Milyen követelményeket támasztunk a statisztikai mintavétel- 
lel szemben? 


4. Melyek a statisztikai minta jellemzői? 


5. Mn nevezünk korrigált tapasztalati szórásnégyzeélnek és szó- 
rásnak? 


6. Hogyan definiáljuk a tapasztalati (empirikus) eloszlástűgg- 
vényt? 


7. Hogyan szerkesztjük meg a sürüséghisztogramot? 


§.1. Feladatok az I. fejezethez 


S.1.1. A szénosztályozóba érkező vagonokból véletlenszerűen Kiválaszlanak 
eeyet-egyel, és megmérik a kiválasztott vagonban levő meddő mennyiségét. Á vizs- 
sált I42 vagonnál tapasztaltakat a következő láblázatba foglalták: 


Meddőmennyiség: KE CGyakoriság (vagonok számak 
(osztályközük) 





FsLe) A MATEMATIKAI STATISZTIKA ELEMBI 


Szerkesszük meg 
a a mérési erediményekhez tartozó sűrűséghisztogramot, 


bi a közelítő tapasztalati eloszlásfürgvényt. 


m.1.2, Úgy autornata palacktöltögép em? -ben megadott mennyiségü folyadékot 
tölt a palackokba. A palackokba — vélelenszerüen — az adott lolyadékmennyiségtől 
eltérően hol több, hol kevesebb kerül. Az X valószínűségi vállozó jelölje a palackba 
töltölt [elyadékmennyiséget. A palackok Llarlalmát 12 elemű véletlen minta alapján 
ellenőrizték és a vizsgálat eredményét osztályba soralással a következő táblázatha 
foglalták: 


Folyadékmennyiség eltérés, MGGNGTÉ Mán 
HENEY err? 


T 


-].3 





Szerkesszük meg 
tt a folvadékmennyiség-eltérés sürűséghisztogramját; 
bd a tapasztalati előszláslüggvyényt; 

és szátnítsuk ki 
c) a mintaátlagat; 


et a korrigált lapasztalati szórást, 


Mennyi a valószínűsége armak, hogy a fölyadékmennyiség-eltérés 1 em" -nél na- 
gyobb legyen? 
5.£.5. Egy homokbánya markolája által kiernelt homok ke súlyát véletlen kivá- 


lasztással 31 cselben lemérték. A 31 elemű véletlen rmmnta alapján végzett vizsgálal 
eredményét a következő táblázatba foglalták: 


OÖsztályhatárok: kg [/ úGyakoriság: f e 


376—t80 


FA AGU 
490-S00—— 


4-1 


51320 
a20-530 





5.1. Feladatok az 1, fejezethez 187 


Szerkesszük meg 
érd a súlyeltérés sürűséghisztogramját, 
bi a tapasztalati eloszlásfüggvényt; 
és számítsuk ki 
1 a mintaátlagol; 
dd a korrigált tapasztalati szórást. 
Mi a valószínűsége annak, hogy 485 kg-nál kevesebb homokot markol a gép? 


S.14. 12.68 mm szélességű alkatrészek gyártására egy olyan daraboló gén került 
beállításra, amely I28-41] mm pontossággal készíti az elemeket. Véletlenszerűen 25 
db-ot kiválasztva, az alábbi mérési eredmériyt kaptuk : 





al Számítsuk ki az adatok átlagát, korrigált szórását, relatív szórását; 
bi Az elemek hány százaléka felel meg az előírt pontosságnak? 


MÁSODIK FEJEZET 
atatisztikai becslések 


Melvek az ún. Jó becslés feltételei? 

Ebben a fejezetben a valószínüségeloszlások isméretlen adatai- 
nak, paramétereinek a mintából való közelítő meghatározásával, 
más szóval beécslésével foglalkozunk. Ha pl. égy fizikai mennyisé- 
cet olyan mérésekből kell meghatároznunk amelyek véletlen hibát 
tartalmaznak, akkor általában a feladat megoldásához egy való- 
színűségeloszlás egyik jellernző paraméterének becslését kell elvé- 
geznünk. A statisztika alkalmazása során tudjuk, — elméleti meg- 
fontolások vagy mérések alapján - hogy egy X valószínűségi válto- 
zó pl. normális eloszlású, vagy eloszlása azzal közelíthető. A sűrű- 
ségfüggvény ekkor, mint ismert, 


(x—-m) 


f()-—e 297 
CA ZT 








ahol m és a ismeretlen paraméterek, amelyeket a statisztikai mintá- 
ból kell becsülnünk. f(x) tehát lügg az m és c értékektől, melyet 


f(xima) 


alakban jelölünk. 

Ha valamelyik ismeretlen paramétert egyetlen számértékkel be- 
csüljük, akkor pontbcesiésről beszélünk, ha pedig egy olyan inter 
vallummal, amely nagy valószínűséggel tartalmazza az ismeretlen 
paramétert, akkor intervallumbecslésről beszélünk, 


2.1. A pontbecslés módszere 


A pontbecslés módszereit részletesen ismertetik az irodalomjegy- 
zék művei. Mi cbben a pontban két, paraméler becslésére használ- 
ható képletet adunk meg. 
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Ha az X valószínűségi változó eloszlásfüggyénye £ számú 15me- 

retlen paramétertől függ: 
Fíxap.da.....Ar) (1) 


és az X-re vonatkozó "A számú mérés eredménye Ag Aze ága 


akkor az ismeretlen a; állandók becslését a mintaclemek 
b; zd(CAtuhr] s án] f2) 


függvényei, statisztikái segítségével végezzük. A (2) függvényeket 
az a; paraméterek statisztikai becsléseinek nevezzük. 
Tegyük fel pl. hogy ay az X változó ismeretlen várható értéke és 


aa pedig az ismeretlen szórásnégyzete, akkor ezek becslését álta- 


lában az 
— XitAXar...tA 
a - MGX) X-re (3) 
mintaközéppel, ill. az 
c 72 
DX; —-X] 
az — DÍCX) zs tő sí (4) 


korrigált tapasztalati szórásnégyzettel végezzük. A (3) és (4 hecs- 
lések helyessége a nagy számok törvényei alapján igazolhatók. 


Hogyan juthatunk jó becslésekhez? Erre a becsléselméletben ki- 
dolgozott, alábbi követelmények adnak választ: 

1. Torzitatlanság: Egy b, -68(XpAXarocs Ag] stalisztikál va- 
lamely a paraméter torzítatlan becslésének nevezzük, ha várhaló 
értéke a-val egyenlő, azaz 

M b (X1.X2...oX— a. 
Ez azt követeli meg, hogy a méréssorozalonkéni ingadozó 
b; — b (XA zs Xn) 
értékek állaga a paraméter valódi értéke körül ingadozzék. Ha 
M Íb.(X1.Xos.s Xn) a , akkor a becslés torzított. 
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2. Hatásosság (efficiencia); A becslést hatásosság szempontjá- 
ból akkor mondjuk jónak, ha a biz 5(Xr,Xo,....X,) statisztika 


ingadozása megfelelően kicsiny, Az a becslés a leghatékonyabb 
(legefficiensebb]), amelynek szórásnégyzete minden más torzítatlan 


becslés szórásnégyzeténél kisebb. Pl. ha a D5(bpp)£ DZ(b. ) ak: 
kor a ba becslést hatásosabbnak fefliciens becslésnek) nevezzük. 
A becslés , hatásfokán (efficienciáján) az összes lehetséges 


becslések szórásnégyzetei alsó halárának és a kérdéses becslés 
pé 
szórásnégyzetének hányadosát értjük, azaz a —-4- hányadost, 
IN (bh) 
E 





melyre 0 - Hr S1 egyenlőtlenség teljesül. 


3. konzisztencia (megegyezésh A b; statisztika sorozatot va- 
lamely a paraméter konzisztens becsiésének nevezzük, ha elegendő 
nagy a eselén b —b (Xg YoscXa] nagy valószínűséggel jól 
megközelíti a paraméter értékét, vagyis minden pozitív €-hoz és §-hoz 
található olyan V szám, amelyre teljesül hogy 

P(Jb (XI. X2...., X)—alzelző, hanzN. 

Ha a 5;7—-bt XI. X 2, Xg) törzítatlan becslés és szárásnégy- 
zae a növekedésével 0-hoz tart, akkor azt tnondjuk, hogy b; az d- 
nak erősen konzisztens becslése. 

4. Elégségesség: Ha a b.—b(XI.X2,....Xn) becslés a minta- 
elemekből nyerhető minden információt megad a kérdéses paraméterre 
vonatkozólag. akkor a b. EB (XI, Xo,.... Xn) stalisztikai függvényt 
elégséges becslésnek vagy elégséges statisztikának nevezzük. 
Megjegyzések 

1. Minden eloszlás esctén a mintaelernek mintaközepe (3) torzi- 
tatlan becslés a várható értékekre, továbbá a mintaclemek korrigált 


tapasztalati szárásnégyzete (4) torzítatlan becslés az elméleti szó- 
rásnégyzetre. 


2. A normális-, az exponenciális- valamint a Poisson-eloszlás 
várható értékére a mintaközép (3) elégséges becslés. 
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3. A mintaelemekből a teljes eloszlásfüggvényt az Í.2.1. pont (7) 
ill. (8) képletévet, a becslését pedig a tapasztalati sűürűségfüggvény- 
nyel ili. sűrűséghisztogrammal végezzük. 


2.1.1. Á maximuna-likelihood módszer 


A maximum-likelihood (fegnagyobb valószínűségi módszerét jól 
alkalrnazhatjuk annak a statisztikának a meghatározására, amely az 
ismeretlen paraméter legjobb becslését adja az adott információk 
mellett. A módszert R. A. fisher 1922-ben megjelent cikke tár- 
gyalja részletesen, bár már korábban is alkalmazták. 

Tegyük fel, hogy Xt.Xo,.... Xn az adott minta, amelynek segíl- 
ségével az ismeretlen a paramétert becsülni akarjuk. Ha az I5me- 
retlen a paramétertő! függő eloszlás mintaelemeinek közös sürüség- 
függvénye fíx;a), akkor a független mintaelemek együttes sürűü- 


ségfüggvénye 


íj 
funay fűzdr s fen DzÍ[ [Fej (1) 

i-] 
ahol xy, xo....,.x számok a mintaelemeknek a kísérlet során mért 
értékei. Ekkor a maximum-likelihood módszer szerint az a para- 


méter becslésének az XI. Xo...., Xn mintaciemeknek azt az 


Ft. 
á—-—alX1. Xa.... X,) függvényét nevezzük, melyre az 11 forá) 
i—I 
szorzat a lehető legnagyobb értéket veszi fel, feltéve, nogy a maxI- 
mum létezik és egyértelmű. Feladat, tchát az 


NN 
L-[[fera (2) 
i-] 
egyparaméteres függvény szélsőértékének meghatározása. Mivel 
egy függvénynek és logaritmusának a szélsőérték helyei meg- 
egyeznek, ezért a (2) szorzatfüggvénynél célszerűbb a függvény 
logaritmusából számítani a szélsőértékhelyet, azaz 


din[ 


pogzáni / (3) 
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egyenletből meghatározni az 4 értékét. Ha a (3) egyenletnek több 
gyöke van, akkor a lokális szélsőértékek közül választjuk ki az 
abszolút maximum helyet. Ha az a paramétert 4-val becsüljük, 
akkor c paraméter mellett van a legnagyobb valószínűsége annak, 
hogy a vizsgált minta Xxf..Xo..... Xg értékeit figyeljük meg. 

Diszkrét valószínűségeloszlás esetén is alkalmazható a maxi- 
murm-lkelihood módszer, Ekkor a likelihocd-függvény: 


In 

i—] 
ahol PEX —a)— pixa) r-l,2....m), és r az x; mintabeli ér- 
tékek gyakorisága. 


Megjegyzés 


1. Ha az a baramétert a maximum-likelihood módszerrel számí- 
tolt á-val becsüljük, akkor az a valamely g(a) függvényének 


maximurn-likelihood becslése g(ád) (invariancia tulajdonság), 


2. A gyakorlat szempontjából elegendően általános feltételck 
mellett kirnutatható, hogy maximum-likelihood becslés konzisztens 
és nagy s értékekre közelítőleg minimális szórású, valamint ha van 
az a paraméternek elégséges becslése, akkor maximum-likelihood 
módszerrel ennek valamely függvényét kapjuk. 


3. A többváltozós függvény szélsőérték-számítási eljárásának al- 
kalmazásával több paramétert tartalmazó valószínűségeloszlás ese- 
tén ís alkalmazható a maximum-likelihood módszer, 


Példa 


d) Vizsgáljuk meg, hogya 0£pél intervallurnban folytonos 


I(p) z [; br — pet 


függvénynek hol van maximuma. 


b) Tegyük fel, hogy egy binomiális eloszlású statisztikai sokaságból vett 25 ele- 
mű mintának 17 eleme az előírt tulajdonságú. A statisztikai sokaságban az előírt 
tulajdonságú elemek arányát akarjuk meghatározni. Számítsuk ki a valószínűségér- 
tékeket 04-től 09-ig 0,5 fépéstávolsággal és keressük ki a legnagyobb értékhez 
tartozó pr értéket. 
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Megoldás 
a) Képezzük az T(p) függvény első p-szerinti deriváltját, tegyük egyenlővé 
nullával, és az így kapott egyenletet oldjuk meg p-re: 


ALAP) (ng kegye gyet a 


Ha pap 46—khel- gyet . (——]1 — 


MH! 4 neki n1—k 1 
-Í 7 ete pyrt 6 
4) i (; 1—p ; 


Fi n—k n—k 
íz pan 7 1 Epp 
egyenletből a megoldás; 


5 kö 
Ba 
a p maximum-likelihood becslése, mivel ebben az intervallumban az £É(p) függ- 


vény alulról konkáv. 
HA ve) e [dd 70 ny értékeket kiszámítva a táblázatból közelítőleg ki- 
d 


olvashatjuk az ismeretlen p értéket közelítő p -t. 
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polt értéknél található, azaz p—Ü68 - 970. 
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2.2. Konfidencia-intervallhum 


égryakran az eloszlásfüggvény valamely paramétere pontos értéké- 
nek becslése helyetil megelégszünk azzal, hogy a mintaelemek két 
stansztikai függvényével megadunk cgy intervallumot, amely előírt 
valószínűséggel tartalmazza az ismeretlen paramétert. 
Definíció. Legyen az X valószínűségi változó eloszlásfüggvénye 
fixa) és tegyük fel, hogy az a rögzített ismeretlen paraméter 
értéke valamely lar aa) intervallumba esik, és tekintsük az X vál- 
tozó n elemű Xp, Xas ... Xg Mintáját. Ha egy adott 1— p valószí- 
nüséghez található olyan 

zb(X gar Ani DD) És b zola. gi D) 
stausztikai függvény, hogy a (8.52) intervallum 1-— p valószínű- 
séggel tartalmazza az a ismeretlen állandót, akkor (Bj,ba) az a 
paraméter  konfidencia-intervalluma (megbizhatósági interval- 
lumai 1—p megbizhatósággal, ahol p egy 0-hoz közel eső kis 
valószínűség, 

Ezt úgy is mondhatjuk, hogy az a paramétert egy olyan interval- 
lurumal becsüljük, amely 1— p valószínűséggel lefedi az a para- 
méter értékét. Ezt az intervallumot az a paraméter FOÖ(I — pi9£ -os 
konfidencia-inlervallurmmának, a 100(1— pj6-ol a megbízhatóság 
szintjének, az intervallum kezdő és végpontját pedig konfidencia 
határoknak 15 mondjuk. Az 1— p megbízhatóság tehát azt jelenti, 
nogy nagyszámú mintavétel esetén a paraméter pontos értékét az 
csetek !00(1— pt -ában tartalmazza az intervallum, és 10099£ - 
ban nem. Ha változatlan mintanagyságnál csökkentjük a p értékét, 
akkor nagyobb megbízhatósági szintet kapunk, de általában az in- 
tervallum ís hosszabb lesz. Rögzített megbízhalósági szinten az 
intervallum szükítéséhez a mintaelemszám növelése szükséges. Az 
intervallum hossza n növelésével Am arányban csökken. A feje- 
zetben a várható értékre és a szórásra vonatkozó Il0(XI1— p)9e-os 
konfidencia-intervalium meghatározásával foglalkozunk még. 


ee mee — mmm. 
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2.41. A várható érték becslése 
Fegyük fel, hogy az X valószínűségi változó eloszlása (eloszlás- 
függvénye) az a paramétertől függ, azaz 
FX 7x)z o F(xa]. 


Határozzuk meg az a paraméter könfidencia-intervallumát az X- 
re vonatkozó AT. Xan Xn Minta alapján. 


a) Legyen XA egy normális eloszlású valószínűségi változó ismert 
c szórással és ismeretlen a várható értékkel, ekkor 


a 
a 479) 
fe 26" dt, 





1 


J2ro 


XpFAXaTt.. TX, 
A 


PIX c xje Fiíxrajz 





Az a várható értéket X - mintaközéppel 


becsüljük. Kimutatható, hogy az X szintén normális eloszlású 
valószínűségi változó, amelynek várható értéke: M(Xj-a és 


2 s] 


összefüggésből IX(X]j-—, tehát az 


dn 


n egy az v-tengelyre szimmetrikus standard normális 


szórása az At: DÍ(X) -G 





X — d 
Hz 

8] 
eloszlású valószínűségi függvény. A koöntfidencia-intervallumot té- 
hát célszerű 0-ra szimmetrikusan (— pi Hp) intervallumként elő- 
állítani úgy. hogy 





(it 
P(-un § Vncup)jzi-p (1) 


értékét az 


1— p-2ő(u)—] (2) 


legyen. Az Hp 


egyenletből az 1. sz. táblázat alapján méghatározhatjuk, ut. (29-ből 
—1. 
D(u,)-1- ci 


22.§. A várható érték becslése [97 


és Így az 1-ő ismeretében az u, értéke a táblázatból visszake- 


reshető. 
Mivei 1— p valószínűséggel érvényesek a következő egyenlőt- 
lenségek: 





X — a 
—up SZE n cup 68) 
ri 8] T 4] 
X-H.—zdat A hu —-—— (4) 
P fp Pn 


ezéri az m várható értékre (az a paraméterre) az 


8] c 
X—HD—z; A —uH,— (5) 
"an Pn 
intervallum egy 100(/1— p)"6 szintű konfidencia-intervallum, arni 
azt jelenti, hogy az m várható érték 1— p valószínűséggel esik ebbe 
az intervallumba, ha az intervallumbecslést elég sok mintán elvé- 
gezzük. Tévedésiünk pedig I00pS? értékkel becsülhető. (5)-ből 


következik, hogy az X és az m eltérésének abszolút értéke legfel- 
jebb az intervallum hosszának a fele, azaz 


n B . 
Pf 
amely n növekedésével nullához tart. 
Ha előírt megbízhatósági szinthez megadjuk, hogy a koönf- 
dencia-intervallum félhossza legfeljebb d legyen, akkor az 


ej 
t,—sd 
Pf, 
egyenlőtlenségből a minta szükséges elemszámának nagysárára 
az 


2 


e (6) 


n2u 
d 


egyenlőtlenséget kapjuk. 
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Ha a könftdenectla-intervallum a szármmunkra cllagadhatónál na- 
gyobb, akkor arra következtelhetünk, hogy a statisztikai minta 
elemszáma nem elegendő a paraméter kielégítő pontosságú becslé- 
séhez, bővíteni kell az adathalmazt. 


Példa 

Határozzuk meg u, értékét 9570-os valószínűségi szinthez. Számítsuk ki az ai 
vátható értéket leledő, 4 p értéknek megfelelő konfidencia-intervallumaot, ha 25 mé- 
rés mintaközepe 84 cm, és szórása (24 cm, 


Megoldás 


A 9594-os valószínűségi szintnek psz(ü5s felel meg, tehát 1- £ -]- Ü05 


"hp 
fal 





— 09750. Az 1. sz. táblázatban a 09750 érték az 1.8 sor 6-os fejlécő oszlopában 
van, tehát u, — 196. 


A (4) formula értelmében az X£ valószínűségi változó in várható értékét leledő 
intervallam: 








. 
84—196. 22 em e 844196. 2, 
525 125 
vagyis. 
83216 € m c B.A7TBA. 


Az. a tehát 9574-os valószínűüségeel esik a (8.3216.8.4784) könfidencia-intet- 
vallamba. 


Megjegyzés 

A továbbiakban a gyakorlati feladatok megoldásához telhasz- 
náljuk a Student-eloszlás 4. táblázatát, valaminta x" (khi-négyzet)- 
eloszlás 3. táblázatát. 


bhHa FX, X2... XX 
ségi változók, akkor a 


, független, NCO eloszlású valószínű- 


r ez 
[Te ZZT ME UN ( ) 
VX EX. AXI 


valószínűségi változó eloszlását n szabadságfokúűú, Studemt- vagy 
f-eloszlásnak nevezzük, melynek sűrűségfüggvénye: 
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n-i 
. l 2 l 
xi 5 ÜGSKKKETEGETE a 

— a 

z 2 al 
várható értéke: M(XIzŰ, csak n2z2-re 
létezik, 
szórásnégyzete: DÉCX s 7. £ ja csak Hn23-ra 
létezik. 


A (8) súrüségfüggvény n növekedésével az N(01) eloszlás sű- 
rüségfüggvényéhez konvergál. 

A 4. táblázai a f-eloszlás értékeit tartalmazza adott 96-ú statiszti- 
kai biztonság és adott n-számú mérés esetére. 

PI. ha a normális eloszlású sokaságnak nem ismerjük a szórását, 
akkor a c helyett az s" korrigált tapasztalati szórást helyettesítve az 


u kifejezésébe a 
t- an ker (9) 


valószínűségi változót kapjuk, amely egy r-l szabadságfokú 
Atudent-előszlású valószínűségi változó. A Siudent-closzlás táblá- 





zatából (4. sz. táblázat) adott p-hez meghatározható a t, szám, 
amelyre teljesül a 
Pl-r sr étpjz Plki Sr )-1-p (10) 


egyenlőség, azaz t értéke 1— p valószínűséggel esik a Eipitp] 


intérvallumba, Ez viszont (4) figyelembevételével azt jelenü, hogy 
m értéke 1— p valószínűséggel esik az 


hú 
X-ET 11 
rre hi (11) 


intervallumba. Tchát ismeretlen szórás cselén a várható értékre ez 
lesz a LÜG(1— 5192 szintü konfidencia-intervallum, 
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Példák 
1. Egy szerves vogyület osigéntartalmának vizsgálatához 16 mérést végeztünk, 
melyek alapján X -2.7595 átlagot kaptunk. Tegyük fcl. hogy a szórás ismert, pl. 
c zú 288. Számítsuk ki a várható értékre vonatkozó 9575-os szintnek megfelelő 
er 


ln 


konfidencia-intervaliumot, ha az X mintakazép Ní mi, h eloszlású. 


Megoldás 
Mivel a 96577-os szinthez pz-ü 04 érték tartozik, Így 


Díu,)-1—25-1—002- 098, 


és Így 
Has 2.08. 
A konfidencia határok: 
7 18] (28 . 
X—H,— ersz 2 15— 2 lt — s 26l, 
"an 416 
X au 5 -2754206£288 .. agg, 


"aln 16 
tehát a szerves vegyület oxigéntartalma 9676-os valószínűséggel esik a [2.61 289] 
iriervallurnba, 


2. A te-képcsüvek vizsgálatánál 13 dt-nak mérték meg az élettartamát, amely 
közelítőleg normális előszlású volt 6994-as biztonsági szinten. Milyen konfidencia- 
intervallumba csik az egész sokaság várható értéke, ha a tapasztalati várható értéke 


A -— 2200 ára, korrigált tapasztalati szórása pedig s$—I8ü ára. 
Megoldás 
Mivel a minta korrigált tapasztalati szórása ismert, ezért az 


— st e pt 
KRLÉET rlztlázttlttt ár mi 
FI Ét 


könftidencia-intervallum határait kell Kiszárnítanunk. 1—-1—18 a szabadságfokok 
száma, így a 9974-nak megfelelő r, — 2.898. 


A konfidencia határak : 


— gy 199 

X-r SZ — 2200 289y. 122 2 207368 ára; 
"ln 19 

— F-j 

X ar, JA -220042898.LD c 232632 óra. 


va v19 


tehát az egész sokaság várható értékét a [073.68. 232632] intervallum lefedi. 


2.2.2. A szórás becslése ZT 


2.2.2. A szórás becslése 


Az n számú Xj, X o, .... Xan független, standard normális eloszlású 
valószínűségi változó 

x- Xű 1 XI k...4Xő 
négyzetösszegének eloszlását 7 szabadságfokú gy" (khi-négyzetj- 
eloszlásnak nevezzük. 


Ígazolható, hogy x sürüséglüggvénye 


$ij 2 
4 va 2 
E haxzü 
Int a) - a2 ka (1) 
2 
Ü, ha xcű 
ahoi a [a-val jelöit ún. gamma fiegvényt a következő képlettel ér- 
telmezzük: 
Tíz far ersda; p:0. 
új 


A ag" (khir-négyzet)-eloszlás 
várható értéke; MtY") —n; 
szórásnégyzete: DD" (X 2 — Zn, 
A 3. sz. táblázat a X" eloszlású változó előoszlásfüggvényének 


értékeit tartalmazza a valószínűség százalékában a szabadságfokok 
szerint. 


FI. n—-12 szabadságfokhoz p7- Ül esetén 100(1 - pj- 100íI - 01] z A0ü -hez 
185 érték tartozik. 


Vegyünk most egy n elemű mintát az Mérn. c normális eloszlá- 
sú sokaságból és tegyük fel, hogy Ismeretlen az eloszlás szórása. 
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[Igazolható, hogy az 





: 2) 


valószínűségi változó r—]l szabadságfokú gy" -eloszlású, ahol 57 


az n elemű minta alapján számított tapasztalati szórásnégyzet. Ki- 
mutatható, hogy a (2) -vel adott érték 1—p valószínűséggel esik a 





2 0.2 
K oP Kp 
2 2 
intervallumba, azaz 
A 
2 ns 2 
P sZ ki z1— mp. 


A (3) -ből következik, hogy a sokaság a" szórásnégyzete 1—p 
valószínűségeei esik a 





ns ns . 
TR 8) 
Kp Xp 
z 2 


intervallumba. 


Ez az intervallum az ismeretlen 0" paraméter LŐ061— p199 -os 
könfidencia-intérvalluma. 
A (4) -ből pedig felírható a G szórás 100(1— p)7 -os könfiden- 
cia-inteérvalluma: 
7 


ns Ant : (5) 


Ef 2, 
dd 1-£ 
3 W 


2] 
- 
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Ha a p értéke adott, akkor a x ÉS gy" n értékeket a 3. sz. táb- 
Ae 1-4 


2 2 
lázatból olvassuk ki a megfelelő szabadságfok figyelembevételével. 


Példa 


18 doboz mérlegelése alapján a töltési súly tapasztalati szórására §"—-l]3g 
értéket kaptunk. Határozzunk meg a szórásra 9576-os konfidcncta-intérvallumaot. 


Megoldás 


Mivel a 956-os szinthez 5 —-Ü05 érték tartozik, és a szabadságfokok száma 17. 
így a 3. sz, táblázatból 


2 2 F 2 
Xn — füns sz 30191; Kon - KOa75 — 7 A04, 
2 F 


Az intervallum határai (5)-nek megfelelően: 
lnest  424264.12 





e gödazz] e 
Xn 
ya 
, . 19 
dn-st  AZA264 12 jgsig, 





. 9 7502727 
KŐ pr 
z 


ichál a szárás 9598-os konínténeia-rniervallurma [docY:] 951] . 


E.2. Ellenőrző kérdések a 2. fejezethez 


1. Mit nevezünk statisztikai becslésnek? 

2. Melyek az ún. 16 becslés követelményei? 

3. Hogyan definiáltuk a koöntidencta-intervallumot? 

4. Hogyan számítjuk ki az m várható érték konfidencta-inlerval- 
lumát? 

5. Mit nevezünk A szabadságlokú ge" -eloszlásnak? 

6. Mit nevezünk n szabadságfokú öfitdert- vagy f-eloszlásnak ? 

7. Hogyan számítjuk ki a szórásnégyzet és a szórás 100(1— pie - 


os konfidencia-intervallumát, ha a sokaság Nimuri eloszlású? 
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5.2. Feladatok a 2. fejezethez 


s.2.1. Egy hajóra szerelt kötrégép egy adolt időszakban 5000 kanál kavicsot 
emel ki. Egy kanalának (puttonyánaki átlagos töltési súlya, IÉH mérlegelés alapján, 
705 ke. Legyen a töltési súly normális eloszlású c —50 kg szórással. Határozzuk 
meg a 9ú, 95 és 994-os megbízhatósági szmicknek megfelel koöniideéncia-inter- 
vallumokat a töltési súly várható értékére vonatkozóan. 

5.22. Az 1. (eladatkhan említett 5000 puttony közül hányat kell lemérni ahhoz, 
hogy a könfidencia-intervallum félhossza 8599-os szint mellett 7 legyen: 

5.23. Oldjuk meg az 1. feladatot abban az csctben, ha az 5900 puttony közül 
csak 30-at mértünk lc és nem ismerjük a c szárást. 

s.24. Oldjuk meg az 1. feladatot, ha az ott közölt adatok közül a c szórásta I(H 
mérlegelés alapján számított §$—- 51 koörmgált tapasztalati szórással helyellesítjük. 

5.2.5. Egy vegyület hidrogén tartalmának meghalározására végeztünk MÉILÉSE- 
ket. 12 mérésből az X — 3.258 átlagot kaptuk. Tegyük fel, hogy ismert a szárás: 
o - 03054. Számítsuk ki a várható értékre vonatkozóan a 959b-os szininek megfc- 
lelő könfidencia-intervallumot. 

5.2... Egy markolögépnél véletlenszerűen 16-szor lemértük a krmarkolt homok 
mennyiségét. A mérlegelés alapján a kírnarkolt hornok súlyának tapasztalati szórá- 
sára 5 15 kg értéket kaptunk. Határozzunk mceg a szórásra 909t-os konfidencia- 
intervallumot. 


HARMADIK FEJEZET 
statisztikai hipotézisek vizsgálata 


Hogyan ellenőrizhetjük feltevéseink helyességét? 

A hipotézis (feltevés) általában jelenségek feltételezett magyará- 
zata, ill. feltételezett törvényszerű összefüggések elképzelése, ame- 
(Lyeknek bizonyítására még nem került sor. A slatisztikai vizsgála- 
tok során fellevéseket teszünk pl. az esemény valószínűségére, a 
valószínűségi változók típusára, várható értékére, varianciájára, két 
valószínűségi vállozó függetlenségére, azonos eloszlására, stb. Eze- 
ket a feltevéseket nevezzük statisztikai hipotéziseknek. 

A hipotézisvizsgálat (feltevésvizsgálat; a malematikat statiszti- 
ka azon fcjezete, amely a statisztikai hipotézisek közölti döntésekre 
vonatkozó módszereket és azok elvi kérdéseit vizsgálja. A hipoté- 
zisvizsgálat a kisérleti tudományok és a műszaki gyakorlat igen 
hatékony eszköze, pl. fontos alkalmazási lerülcte a minőségellenőr- 
zés. A hipotéziseket statisztikai módszerekkel ellenőrizzük. Ezek az 
ün. statisztikai próbák, amelyek a szóban forgó változókra veti 
mintának, ili. a mintaelemck valamely függvényének vizsgálatán 
alapszanak. A következő pontokban néhány alapvető hipotézist, 
hipotézisvizsgálati módszert, statisztikai próbát tárgyalunk. 

Állapodjunk meg néhány jelölésben. Azt a feltevést, amelyet 
igaznak tételezünk fel alaphipotézisnek vagy nullhipotézisnek 
nevezzük és a-val jelöljük. Pi. ha feltesszük, hogy az X valószí- 
nűségi változó várható értéke mo. akkor ezt a nullhipotézist 

H (: M(AX iz mag 


sziüinbólummal fejezzük ki. Ezzel szembeállítjuk az ún. ellenhipo- 
tézist, melyet /-val jelölünk és 
H.M(Xi-mzámgp 


kifejezéssel adunk meg, melyet akkor fogadunk el, ha Hg nem 
teljesül. A két hipotézist mindig úgy kell megalkotni, hogy ha az 
egyik teljesül, akkor a másik nem teljesülhet, azaz Ho-nak és - 
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nak cgymást kizáró hipotéziseknek kell lenmük a vizsgált valászí- 
nüségi változóra vonalkozólag. 

A hipotézisvizseálat célja tehát a felállított hipotézis helyessé- 
gének ellenőrzése a szóban lorgó slatisztikai minta alapján, és dön- 
téshozatal a nullhipotézis clfogadásáról vagy elvetéséről vagyis az 
ellenhipotézis elfogadásáról. 

A hipotézisvizsgálat menete. Legyen az X valászínűségi változó 
n elemű statisztikai mintája: Aj, Xa,... Au. AZ Összes n elemű 
statisztikai minta halmaza pedig legyen 5. Képezzünk egy 
RE Ar álassssa Xg ) Statisztikai függvényt ( A:§ 0 RK). 

a) Adjunk meg egy 0- pal számot és egy TC Kk elfogadási 
tartományt, amelyre igaz, hogy H(XpXa,csa Áe T nagy való- 


színüséggel teljesül Hp fennállása csctén, vagyis fennáll a 
PIRX .X2vr XX) e TI Ho)21-p, 


egyenlőtlenség; azaz 1— p -nél nagyobb valószínűséggel lesz igaz 
az a hipotézis, hogy a A( Xg. £kz...., £, ) függvény értékei a f tar- 
tományba esnek. Az 1— p számot a próba szignifikancia szintjé- 
nek nevezzük. 


b] Adjunk meg egy KC RAT kritikus tartományt, amelyre 
ffo fennállása csetén kicsiny a valószínűsége annak, hogy 
HiX Xos age K, 
vagyis hogy h a kritikus halmazba esik, azaz 


PÍRXI.X2..Xn)e KÍHo]S p: 


ce) Döntés; 

ha REX px ar Xge f, akkor elfogadjuk a Hg hipolézist; 

ha HkÜXp.8X2s..X ge K. akkor elutasítjuk a Ha hipotézist, 
vagyis a H hipotézist fogadjuk el. 


FF, 


zuk, jó 15, hibás is lehet. 
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Elsőfajú hibát követünk el, ha elvetjük az igaz Ag hipotézist, 

mert a h a X tartományba esik. Ennek valószínűsége 

P(elsöfajú hiba) — PÍMXI, Xa.....X,)e K]Ho)s p. 
és ennek alapján azt mondjuk, hogy a Hg hipotézist 190(1— pj6 - 
os szinten elfogadjuk ilI. elutasítjuk. 

Másodfajú hibát követünk el, ha elfogadjuk a hibás Ho hipoté- 
zist, meri h a f tartományba esik. Ennek valószínűsége: 

Pírásodfajú hiba) — 

-PÍR(XI, X2...., X.nETIH )-1-PÍR( XX... X.)e KIH) 

A hibás döntés valoszínűtseget tehát az első- és másodfajú hiba 
valószínüségemek összege adja, azaz 

P(hibás döntési — Pfelsőfajú hibai t Fímásodíajú hiba) 

A hibás döntés valószínűségét tehát úgy tudjuk csökkenteni, 
hogy az elsőfajú mba valószínűségének csökkentésével egyidejüleg 
csökkentjük a másodfajú hiba valószínűségeéi 18. Ezt pl. a minta 
elemszámának növelésével tudjuk elérni. 


A döntések és az elkövétett hibák logikai kapcsolatát szemlélteti 
a következő táblázat; 


A Ho hipotézis 
Ho elfogadása: helyes döntési másodfajú tuba 
har 
Hg elvetése: Isőfaiú hib j helves dönté 
a al helyes döntés 
hek első jú hiba. yes dö 
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4) Az egymintás 4-próba. Tegyük fel, hogy X egy Nímoo) nar- 


mális eloszlású valószínűségi változó, ismeretlen sm és Ismert € ér- 
tékkel. Ellenőrizni akarjuk, hogy az X valószínűségi változó vár- 
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ható értéke m egyenlő-e egy adott mo számmai, Egy n elemű minta 
X átlaga általában nem lesz ponlosan mp. Kérdés: a mintaátlag 
mekkara eltérése esetén feltételezhetjük, hogy a várható érték mp ? 
Ha a 
Ha :M(Xjzmp 
nullhipotézis teljesül a 
H.M(Xj-máémg 6) 


ellenhipotézissel szemben, akkor az 
FK 
u 1 (1 ) 


formulával képzett u valószínűségi változó fpróbafüggvény) 
Nf0,1) standard normális eloszlású. Ekkor a II. rész 2. fejezet 2.2. 


pontjának (1) relációja alapján az k könfidencia-intervalluma 1-5 
valószínűséggel megadható, azaz 


BT 


X-m 
Pl-u, S TED ap Jet pe 20(1p) 1 


és Így a bí) 1-5 összefüggésből adott p-hez HW, érléke al. 
sz. táblázatból visszakeresnető. A (") ún. kétoldab ellenhinotézis, 
mely azt fejezi ki, hogy vagy mc ng vagy Mm mp. 


Az (1) képlettel számított 8... —£ érték nagy valószínűséggel 
(pl. 1— 95 1—0,05—-895 1 az bunt] cifogadási tartományba 


csik, és csak kis valószínűséggel (pl. 6,05) esik a kritikus tarto- 
mányba, 

Azt mondjuk, hogy LŐ0G6L— pj9e biztonsági szinten elfogadjuk a 
nullhipotézist, ha 


tsz] - Zn 3 tett Ettp it 





ahol w, a táblázatból kiolvasott ériék. Ekkor ellogadjuk, hogy az 
alansokaság várható értéke és a feltételezett mg érték között az 
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eltérés véletlenszerű, statisztikailag nem igazolható, más szóval az 
eltérés nem szignifikáns. 

Azl mondjuk, hogy a Hg hipotézist 100X1— p)9e szinten eluta- 
sítjuk, vagyis a ff ellentett hipotézist fogadjuk el, ha 


esel 7 Er 


azaz ha u, a kritikus tartományba esik. Ez utóbbi esetben stalisz- 
tikailag igazoltnak fogadjuk el, hogy az alapsokaság várható értéke 
és a feltételezett mp érték között szignifikáns különbség van. 

Mint az előző pontban említettük, mindkét döntésünk véletlen 
folytán téves lehet, Elsőfajú hibát követünk el, ha Fog hipotézis 
igaz, de elvetjük az M(XI5mg feltevést, mert pl. az x,. érték a 
kritikus tartományra esett. Másodtajú hibát követünk el, ha Hy 
hipotézis nem igaz, de elfogadjuk az M(AX )- ng feltevést pl. mert 


az to. érték az elfogadási tartományra esett. 


Példák 


i. Egy autornata gép 20 mm hosszúságú pálcikákat készít. Vajon a gép áltai 
gyártott pálcikák hossza megfelel-e az előírt méretnek? Elöőzeles adatfelvételből] 
ludjuk, hogy a gép által gyártott pálcikák hossza normális eloszlású valószínűségi 
változó, c 5 3 mm szórással, Az n 16 elemű minta elemcinek hosszméréte: 


195 198 03 159] 
195 196 199 [9] 
201 198 193 198 
2(M4 L96 [98 200 


Ellogadható-e, hogy a pálcikák hosszának eltérése az előírt mérettől 99. 044-os 
szinten nem szignifikáns, vagyis az egész sokaságban a várható érték rip s 200 mmm. 


Megoldás 


BArvel a változó normális eloszlású, a minta átlaga 
16 
Za; 
X-.5— 7197 mm; és mp s 200 mm; ő -3 mm; Xn zó — 4, 
ezért áz 4-próba alkalimazásával dönthetünk : 


7 A -[4. 977200 a 
új 3 








Haz 
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A p7- 0001 értékhez tartozó w, táblázatbeli érték w,—3.29 (az ll. sz. táblázat- 


ból, mivel 1-£5709995 h melynek 3.27 és 3.32 közölt bármely érték megfelel, 


czért az u, 3.29 közbülső értéket választjuk, tehát 
zd4ásruwu, —3.28 








Ha 
ezért az mp s 200 feltevést 959,979-os szignifikancia szinten el kell vetni, a minta- 


átlag nem véletlenül tér el a beállított 200 mra-es hosszúságtól. A gyártást le kell 
állítani és a gépet újra be kell szabályozni. 


2. Egy csokoládégyár speciális Ld dekagrammos csokoládészeletek gyártását ki- 
vánta megvalósítani egyik gépén, melynek szórása c — 2.0 dkg volt. A vélellensze- 


rűen kiválasztott 25 darabos minta átlaga X — 148 dk2-nak adódott, Feltételezhető-e 
az eltérés véletlenszerüűsége? 
Megoldás 

Á nullhipotézis: Hg. M(XYs mp — 140 dkg, és 


Az állalában szokásos p: 594 -nak megfelelö 


rege] - 





H nedüs —H; -] 90 [ola 17 l -£ z] a Ü25 - 0975) 


Mivel 
ezl-20274, 5196, 
czért a nullhipotézisi elvetjük, ugyanis a csokoládé szeletek várható súlyértéke 957- 
as szinter szignifikánsan eltér az előírt sülyértéktől. 


bhDA kétmintás -próba. Legyen X és Y két normális eloszlású 
valószínűségi változó, melyekhez XI, Xax...,Xg és Hi. Farssa ug 
független minták tartoznak, valamint szórásuk, €, És G , , ismert. 
Ha 
Ha :MíXiz MIP) 
nullhipotézis teljesül a 
H:M(XI-MIY) 


ellenhinotézissel szemben, akkor az 
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(2) 





valószínűségi változó (próbastatisztika) (01) eloszlású, ahol 


X. Y a két mintából számított mintaközép. Ekkor a kétmintás 4- 
statisztika 4 konfidencia-intervalluma 1-— p valószínűséggel meg- 


adható, azaz 


Pu, susuj-i—p-2bBín,)—l. 


2 2 az , a zi Ca — [ 
AZ tn érlékét adotl p-hez az 1. sz. táblázatból D(tp)—-1—e 


összefüggés alapján kiszámíthatjuk. Ha a (2) formulával kiszámított 
t-statisztika nem esik a buptig] intervallumba, akkor 1—p 
sztenifikanciaszinten a nullhipotézist elvetjük, mivel ekkor a ki- 
számított 4 értéke a hüpp] intervallumon kívüli kritikus tarto- 
mányba esik. 


Félda 


Tegyük fel, hogy két célgép, A és B, azonos henger alakú alkatrészeket gyárt. 
A hengerek átmérőjének mérele nerrnális eloszlású. Az A gépen gyártottak átmérőjét 
jelölje £, a B gépen gyártottakét pedig F. A szórásuk különbözők, de ismertek, azaz 
IXXi17-G, 7ü5em És INYiző zűü,7 em. 


vizsgáljuk meg a Hg.MtXI-MEY) tullihipotézista A.MIX)z M(Y) ellenhino- 


tézíssel szemben 1—p—-055 szigmiűtkanciaszinten, Bin onosi 1-5 s ú.9is 


mivel p7- 005, és az Il. sz. táblázatból 4. ngs — £95. 


Mind az 4 mind a 8 gép által gyártott hengerek közül 30-30 db-ot lemérve 
mintaközepekre X- lődem és Y - 157 ern adódott. A (2) forrnula szerint 


uz 7. TOA4— 4457, 


p3 § z 2 
sz,si Je9,0D 
k HI 30 30 


bivel a kiszámított x érték a táblázatból kiolvasott X,..gos 7 [96 értéknél nagyobb, 








vagyis kívül esik a 1-1.96,196] intervallamon, ezért a Ap nullhipotézist 9594-os 


szinten el kell velnünk. 
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3.2. Egy- és kétmintás í-próba 


a) Egymintás £-próba. A gyakorlati feladatok többségében a nor- 
mális eloszlású valószínűségi változóra a várható érték is és a szórás 15 
ismeretlen. Ilyen esetben az 


3 — 
5 i7 xy 
(1 
n-1 
korrigált szórásnégyzet kiszámítása után a 
Hg : M(XI — Hg 
nullhipotézis ellenőrzésére a 
X - 
( z4n— 1) 


2 


2 


3 


próbastatisztikál képezzük. Ez n—-l szabadságfokú (1-gyel csök- 
kentett mintaelemszáműj) Student-eloszlású változó. A Student- 
eloszlású tábiázatból adott p-hez meghatározható az a f, —t, (táb- 
labeli) érték, amelyre 


P-t, stst,J-1-p (2) 


B 
ahol a p a valószínűségi szintet jellemző kis pozitív szám pl. 
p- 005 (579). 

Az 4-próbához hasonlóan azt menajuk, hogy 1— p szignifikan- 


ciaszinten elfogadjuk a Hg hipotézist, ha 
Jn Zo 
ső 


és a Hg hipotézist 1— p szinten elutasíttuk, ha 


ész £t,-tj (3) 








Esz e É, - Én , 
azaz a 

H:MIiX)-mzémg 
ellenhípotézist fogadjuk cl. Az (1) próbastatisztikát t-statisztikának 
nevezzük. 
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Adott n mintaclemszám és adott p értékhez a 4. sz. táblázatból a 
t, értéket az 1—i -edik sor p "4 oszlopának megfelelő r, táblabeli 


értékkel vesszük fel. 


PI. ha mintaclcmszám n-2], p7-8 2, akkor a szabadságfok 20, tehát a Ér- 


tékét a 4. sz. táblázat 20. sorának 574 fejlécű oszlópából olvassuk ki. amely 
FA -AJE bi E, - HAZA. 


Példa 


Egy konzervdőbőztöltő adagólósutormata LŐÖ0 e anyag betöltésére van heállírva, 
Mintavétel során az alábbi értékeket kaptuk: 


085 987 1603 943 9398 
991 974 1004 1002 955 
vizsgáljuk meg, hogy 9559-os biztonsági szinten leljesül-e a várható értékre az 
mg — 1000 g előírás, azaz fg: MIX) sz mp 51000 hipotézis, 


Meroldás 


Normális eloszlást feltételezve, próbával ellenőrizzük, hogy az eltérések csak a 
véletlennek tulaidoníthatók-c vagy szisztematikusak. 

A minta adatai alapján (n —I0: 

Ii a 

2 A; Ír; - A ! 


X ET -g940; s 7 -ö2Zzzgi 


st eT226 ín e 0 3.162, 


— 
sm 
— 





tehát 


TX mp 9940—1090 
a 241 —T 3162 36 7 2626 


A szudent-eloszlás 4. sz. láblázata alapján a 10—-159 szabadságfokú sorban a 
p7 005 értékhez fans EL, 52.267 tartozik, és mivel 
feel md ölün É, — Énzü fs — a 2z6T, 


ezért az automata nagy valószínűséggel nem működik jól, szignifikáns eltérés van 
9599-os szinten, teháta Ap: M(Xl- my - 1000 nullhipotézist elvetjük. 


A 99796-os szinten (szigmifikanciaszinthezi a 9 szabadságfok melletta p-0ül 
értékhez f, -t, 73250 Diz] adódik, tehát 895-os statisztikai biztonsági szintcn 


az eltérések véletlennek tulajdoníthatók, de a mintaelemszárm nagyon kicsi ahhoz, 
hogy ezt elfogadhassuk., 
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b A kétmintás f-próba. Gyakran két normális eloszlású, azonos 
szórású alapsokaság várható értékeinek egyenlőségét kell vizsgál- 
nunk. vagy arra a kérdésre kell választ adnunk, hogy két azonos 
szórású minta azonos alapsokaságból származik-e? 

Legyen X ce Nímjo) és Fe Nímajc), ahol my és ma ü vár- 
ható értékek, c a szórás, továbbá XI, Xo,... Ag az X valószínűsé- 
gi változóhoz, és Fi, Fa, ..., f, pedig az F valószínűségi változóhoz 
tartozó egymástól függétlén minták. 

A nullhipetézis: 

Ho: (M(XD-MIY]) azaz meno; 
az ellenhipotézis pedig: 
H:MEXYAEMIY), azaz ftjé ta. 


Jelölje sa az X, sz pedig az Y valószínűségi változó mintaele- 
meibői képzett empirikus szórásnégyzetet. Képczzük a 


ren Az. (4 


(n—-1524(xk— isi 1 
n4k-2 Wan k 
statisztikát, amely Jo fennállása esetén ntk—Z szabadságfokú 
Student-eloszlású változó. Jelölje [e a (4) képlettel számított ab- 
szolút értéket, azaz tig, a Student-closzlás n-4k-—2 szabad- 
ságfokú táblázatbeli értéket pedig tp — ta , akkor 
Pi-t sistn)-l-p. 
Ha 
a) EE, esetén (a számítolt érték a HF tetp] intervallumba 


esik) a Hg hipotézist 100(1— p) -os szinten elfogadjuk (rmj-itta ); 


b) lesel 24 esetén pedig (a számított érték nem csik a [-2o.t] 
intervaliumba] a Ag hipotézist L100(1—pj7e-os szinten elveljük 
(my mak 
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Példa 

Legyenek az X és Y norrnális valószínűségi változókra vonalkozó egyrnáslól 
független minták mintaszáma 31, ill. 41, mintaközepei; X - 254, Y —25,2, szórá- 
suk: EMXrz D(YY-üS Vizsgáljuk meg. hogy 952£-os biztonsági szinten egyen- 
löknek tekinthetük-e a várható értékek. 
Megatdás 

A nullhipotézis: Hg :M(X)- mi, z MíY)zm,. 

Az ellenhipotézis: M:.M(Xiz M(Y), azaz ii, En. 


A (4) formula alapján kiszámítjuk ? értékét: 
29,4—25.2 


Í — ——————— etel 
120-036-40-036 Ít 1 
60 Vai 4l 


A Stuedenf-eloszlás 4. sz. táblázatában a 60 szabadságfokú sorban a ps BÜ05(55£ 


z 1242. 


oszlaptei (1) értékhez Én míly 7 b, tsz 2 NÜN tariozik, és mivel 


ész] - [242 z £ - E ned 40ő z 2.000, 


ezért a két valószínűségi vállozó várható érlékének egyenlőségét 9594-os szinten 
elfogadjuk, az ellenhípotézist pedig elvetjük. 


3.3. A Wekh-próba 


Legyen X és Fr két független normális eloszlású valószínűségi vál- 
lözó, Ha ismeretlenek a szórások, de feltehető. hogy azonosak. 
akkor a várható értékük összehasonlítására alkairmazhatjuk. Ha 
szórásuk ismeretlen, de különböző akkor a kétmintás 1-próba a 
várható értékek összehasonlítására nem alkalmazható. szükségünk 
van alyan próbára, amely akkor is alkalmas 

Ho :M(XI-M(Y) 
hipotézis eldöntésére, ha Gy, Gy ismeretlen és Gy Gy. 8. L. 


Welch a kétmintás u-próba formulájához hasonló próbastatisztikát 
Javasolt, azzal a különbséggel, hogy az oltani clméleti szórások 
helyére az empirikus szórásokat helyettesítette: 


X47-Y, 
we , (1 
2 
g xx 
Éxn pot 
Ft Hm 
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ahol X,.Y, a mintákból számított mintaközepek, n, m a minták 
elemszárnai, Sa st pedig a mintákból számított empirikus szó- 
rásnégyzetek. 


lgazolható. hogy a w változó eloszlása jól közelíthető f szabad- 
ságfokú t-eloszlással, Az f szabadságfokra teljesül a 


min, mis fam-atimn 


egyenlőtlenség. 
Az f kiszámítására javasolt közelítő képletek: 
2 
an felhasználásával f — ] 





ili. 





A Student-eloszlás táblázatából adott f szabadságfokhoz, az adott 
p értéknek megfelelő táblabeli értéket kiolvassuk. Ha a 4. sz. táblá- 
zat megfelelő szabadságfokú sorának p oszlopábáól kiclvasott táblá- 


zatbeli értéket ft, -vel jelöljük, és 
hm S fh: 
akkor a hipotézist p szinten ellogadjuk, ha 
w 2 Ér 
akkor p szinten elvetjük. 


Példa 


Egy üzem férfi és nő dolgozóinak testsúlyát lemérve, a súlyesoportonkénti ered- 
ményt a következő oldali táblázat tartalmazza. Vizsgáljuk meg, hogy a két sokaság 
várható értéke megegyezik-e. 
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Osztályközép Ülyakariság, Gyakor ság; 
SNEK EN KNER 
IEEE CEN HESS SEN NEEE 
3 
SS TT 0 
1 — ad 
72 
9] 95 ff 10] 16 
NEK oonzá484 0) z döt Dmzd59 — di 
Megoldás 


A hipotézis: Hy. MIXVz MÍF). 
A mintaközepek; 


42 

47 

52 

60 
667068 

a 





H 


2, FX; 2.ÍX 





X/A 608967, Y 8 — 591318. 
Hi HA 
Az empirikus szórásnégyzetek; 
s v 42 
bag; px e) 
2 o. fa] kra 
Sán ETETETT L8250368, 





Zo o iz] VV 
5 ni - TT — L7Ü3685. 
Welch-práha: wz Xan 20403. 
bi z bj A 
AM A 
H HT 


A w közelítőleg 459£ f 24594 484 egyenlőtlenségnek eleget levő f szabadságfo- 
kú r eloszlást követ. A p értékét 0.62-nak választva, a 4. sz. táblázat 0,02 oszlopának 
utolsó sorában a táblabeli érték: ing, s 2326. Mivel w— 2 04032 th 2326, 
így a hipotézist 989£-os szinten elfogadjuk. Ugyanakkor, ha p értékét 0,10-nek vá- 
lasztjuk, akkor fia — 2645, vagyis wo ígjip —L645, tehát 5094-os szinlen a hipo- 


tézist elvetjük. 
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3.4. Az F-práóba 


A kétmintás t-práóba alkalmazásakor feltettük, hogy a minták isme- 
retlen szórásai azonosak, Az F-próba alkalmazásával dönthetjük 
el, hogy két norrnális eloszlású, ismeretlen várható értékű statiszti- 
kai sokaság szórásnégyzete III. szórása azonos-c vagy sem. 


Legyen X e Nírmoj]l és Fe Níma:Ca). ahol mj és ma a 
várható értékek, c) és Ga a szórások, lovábbá AI, Xarsadn Az 
X-hez és MH, Fa, .... hr az Y-hoz lartozó egymástól független min- 
ták. A nullhipatézis: 

Ho: D(XY-DÍGY), azaz cf7-cő ill, 01-65: 
az ellenhipotézis pedig: 


H : DÍCXYZ DÍ, azaz of zo: ill 0jz6. 
eg. . . , .. K.. ;, 
Jelölje s az A, sz pedig az F minta empirikus szórásnégyzetét. 


Jelölje sax a két szórásnégyzet közül a nagyobbat és sé a ki- 


sebbet, azaz 
b 2 2. áá 7... a 3 


Az Shax szabadságfoka legyen fj, az sin szabadságfoka le- 


gyen fo. Képezziük az 
F z DER (5) 
$min 





statisztikát, amely ( fi; faj szabadságfokú F-eloszlás. Az (33 for- 
mulába helyettesített értékekkel képezzük az F.. számított értéket 
Cs összehasonlítjuk az F-táblázat LÖ0(1— po szignifikancia szintű 
fo -edik sorának fj-edik oszlopából vett F, értékkel, (Az 5. táblá- 
zal értékei csak p — 005 -ra, azaz 9559-os biztonsági szinthez van- 


nak kiszámílva. jp a nagyobb empirikus szórású, fo pedig a ki- 


3.5. Hleszkedés- és homogenttásvizapgálat 219 


sebb empirikus szórású változó mintaelemszámának 1-gyel csök- 
kentett értéke. Pl. ha sZ 5 sz, akkor fj—n-1I, és f,-k—1.) 

Döntés, ha 

a FS F,, akkora Hg hipotézist 1090(1— p)9e -os szinten elfo- 
gadjuk (c) —0ag; az eltérést véletlennek tulajdonitjuk, 

b) Fo: F,, akkor pedig a Hg hipolézist 100(1— p)7e -os szin- 
ten elvetjük (ci 7 ca), az eltérést szignilikánsnak tekintjük, 


Példa 
Egy konzervgyár mindkét nróbaüzembe állított gépén 300 gramrmnos konzervek 


gyártásál kezdie meg. Legyen a gépenként véletlenszerűen kiválasztott 6-6 doboz 
töltösúlya az £-re ill. az F-ra vonatkozó 6 elemű minta: 


X elemei; 300 30] 304 ZAB 2d zdő 
F elemet. 305 ili 308 300 314 318. 


Ellenőrizzük, hogy teljesül-s a Ha. EHXiz D(Y1 nullhipotézis. 


Megoldás 
Mintaátlagok: X 7299, F 5310; 


Az empirikus szárásnégyzetek: si 5384 sz zd6. 


Alkalmazzuk az F-próbát, n—-1—6-155, 4£-156-1—5 szabadságfokkal: 


Az 5. sz. táblázatból p- 0.05 értékhez, 576-os szinthez tartozó táblázatbeii (kri- 
tikusi érték (5. sor 5-ös Téjléeű, oszlopb: FF, — 5.03. Mivel F.z d, (2 z 5.05), ezért 


a nulihinotézist 957-os szinten elfogadjuk, ami azt jelenü, hogy a szórások (szórás- 
négyzelek) közölt különbség véletlennek tulardonítható. 


3.5. Illeszkedés: és homogcnitásvizsgálat 


A matematikai statisztikában gyakran olyan próbát kell alkalmaz- 
nunk, amellyel megvizspgálhatjuk, hogy valamely minta származ- 
hat-e egy bizonyos clméleti valószínűségeloszlásból, melyet para- 
méterervel együtt megadunk. Az ilyen statisztikai próbát tiszta 
ilteszkedésvizsgálatnak nevezzük. Ha a vizsgálat csak arra vonal- 
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közik, hogy valamilyen típusú eloszlás feltétélézhető-e, az eloszlás 
paramétereit a mintából becsülve, akkor becsléses iileszkedésvizs- 
gálatokat alkalmazunk. Legtöbbször ez utóbbiakat használjuk, ezek 
közül ís a leggyakoribb a normalitásvizsgálat, a normális elosz- 
iáshoz való illeszkedés vizsgálata. 

A homogcnitásvizsgálat is statisztikai próba, éspedig annak 
megvizsgálására. vonatkozik, hogy bizonyos minták azonos alapso- 
kaságból származnak-e, két vagy több valószínűségi változó elosz- 
lása megegyezik-e? Általánosabban homogenitásvizsgálatnak ne- 
vezzük az olyan statisztikai próbát Is, amellyel csak azt vizsgáljuk, 
hogy a megfelelő alapsokaságok bizonyos páaramétereikben meg- 
égyeznek-e. 

A fenti vizsgálatokhoz számos cljárást dolgoztak ki, mi itt az ún. 


x a -(khi-négyzet-próba alkalmazását mutatjuk be. 


3.5.1. Aleszkedésvizsgálat 


Tegyük fel, hogy egy X valószínűségi változó eloszlása ismert. Azt 
akarjuk eldönteni, hogy egy an elemű minta eloszlása megfelel-e az 
ismert eloszlásnak, A próba az ismert eloszlás alapján várható gya- 
koriságok és a minta gyakorisága közötti eltérések vizsgálatából áll. 


Diszkrét valószínűségi változó esetén 
a nullhipotézis: 
Ha. F(X zx)zpn o €7l2....r) 
az ellenhiípotézis: 
H : 3i, amelyre P(X — xi é p;. 


Folytonos eloszlás esetén 
a nullhipotézis: 


Hg:PIX Sx)jz— Fix); 
az ellentüpeötézis: 
H:PíIXExiz F(x), 


ahol Féx ismert eloszlás. 
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Folytonos előszlásnál a valószínűségi változó értékeit soroljuk be 
nagyság szerint r osztályba, miként azt a hisztogram készítésénél 15 
tettük. Az n adatból az 1-edik osztályba eső mintaelemek számát, a 
gyakoriságot jelöljük f;-vel, akkor g; — 4 Jelenti relatív gyakori- 


ságát. Az ismert (feltételezett) eloszlás alapján az elméleti gyakori- 
ság np;. A minta alapján számított f; gyakoriságok és az elméleti 
gyakoriságok általában különböznek egymástól. Ezt az eltérést a 
pr r 2 
2 14-i (gi — Pi) 
4 - ya -ny ei (1) 
2 HD; 2. Bi 
prábastatisztikával mérjük. Bizonyílható, hogy ha n minden határon 
túl nő, akkor az (1) statisztika eloszlása tiszta illeszkedésvizsyálat 


esetén az r-1 szabadságfokú y"-eloszláshoz, és becsléses illesz- 
kedésvizsgálat esetén, ha a becsült paraméterek száma k, az 
r—1-k szabadságfokú xv" -eloszláshoz tart, Az (1) statisztika 
tehát közelítőleg X" eloszlású. A közelítés elég jó, ha np, 210 
runden £-re. 

Az elfogadási tartományt úgy adjuk meg, hogy tiszta illeszke- 
dés esetén 

p 2 
PÜX sz z Kpr-1) -]- ral 

becsléses illeszkedés esetén pedig 


2 
PGXs E Xőr-ek)z1-p 


legyen, ahol a x az (1) alapján számított, Kar-] és X.relek a 


3. sz. táblázatból kiolvasott érték, p előre megadott 1-nél nem na- 
gyobb pozitív szám. Tehát, 


a)ha gi S r-l 11]. xx £X5.r-l-k akkor a nullhipatézist 


elfogadjuk, a minta eloszlása az adott biztonsági szinten megfelel 
az elméleti elosziásnak, az eltéréseket véletlenszerűnek ítéljük; 
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b) ha xi . Kör] il. pén PXhr-l-k akkor a nuilhipotézist az 


adott biztonsági szinten elvetjük, a minta eloszlása szignifikánsan 
eltér az elméleti eloszlástól. 


Megjegyzés 

Ha azt akarjuk eldönteni, hogy a mintasokaság normális eloszlá- 
5ú-e vagy sem, akkor a vizsgálatot normalitásvizsgálatnak ncvez- 
zük és az előbbiekkel azonos módon járunk el. 


3.5.2., Homogenitásvizsgálat 


Legyen X és F két tetszőleges eloszlású valószínűségi változá. Azt 
akarjuk megvizsgálni, hogy X és F azonos eloszlásúnak tekinthető-e. 


A nullhipotézis, tehát 
Hog:PIX SxeR(Y Ex; 
az ellenhipotézis pedig 
H:P(X sxyzPír £x) 
Az eljárás alkalmazása a köveikező lépésekből áll: 
Osszuk fel a számegyencst r számú osztályra; 
—azbp eb éba c... dB, zo, 


Legyen az 1-edik intervallumba eső mmtaelemek száma X-re f;, 
Y-ra v, (izl,2,....r) . 


gr 
Legyen az X változóhoz tartozó mintaclemszám: 2; z— H, ÉS az 


i—] 


rF 
Y változóhoz tartozó mintaclemszáni: d vi z m, Igazolható, hogy a 
i-] 


(f.aY 
eln mi 
z mh - (2) 
z 2 ir vi 
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- - .J Tr zt 2 
próbastlatisztika Hora és mass ésélén r—] szabadságfokú 9 - 
eloszlású valószínűségi változá. 


Ebből következik, hogy ha az n és m clég nagy, akkor y"- 
próba alkalmazható a két eloszlás megegyezőségének vizsgálatára. 


A  nullhipotézist elfogadjuk, ha Xs $f5.r-l és elvetjük, ha 
Xs? Xpra ahol gő, a (2) képlettel számított érték, 43 1 
pedig a x" 3. sz. táblázatában p szinten található érték (szabadság- 
fok: F—1 4. 

Példák 


I. Egy kockát [d00-szor feldobva az egyes számok gyakoriságára a következő- 
táblázatot kaptuk: 


Dobott számok ! gyakoriság ( £; ) 





Kérdés: szabályosnak tekinthető-e a kocka? 


Megoldás 
Mivel szabályos kockánál bármely szám dobása egyenlő valószínűségü, czért a 
nullhipotézis: 


Ho: PCX-x)-p-t (izt,3,...,6). 


6 
Az X egyenletes eloszlású, becsülendő paraméter nincs. A feladatot y" -prábával 
oldjuk meg, A y" kiszámítását 
r 


1 T W" r 
gr - 5 LE ÉL2Ék tip, e 
; régi 3; r7l 


ft, 
j-t k 1-1 s] 


képlettel végezzük. 
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röl 14 ki t b ki A 
X sz er 77200 ér 00k 
j 6 
2 2282 4240? 42242 42377 42352 42362) 1400 — 
L400 

- B. 3og850 — 1400 — 
—-7ög 326850 — 1400 — 07857 


A szabadságfokak száma: r-1—6-1—5 A 3. sz. táblázatból, ha $—-8.05 ér- 
tékkel adott, akkar gő; —1LÖ70 tehát 
Xz —ÜTSST z gá -LL070 


vagyis a nullhipctézis elfogadható, a kocka szabályosnak lekinthető. 
A x" -próba alkalrnazhatóságának a feltétele teljesült, hiszen az nap; érték min- 
den i-re lényegesen nagyobb 10-nél (up, — 14007 s 2331. 


2. Egy adagolónutomata működésének vizsgálatához 174 db doboz mérlegelését 
végezték el. A grammokban adott névlegés tömegértéktől való eltérés értékeit osz- 
tályba sorolva az alábbi táblázat tartalrnazza: 


Osztályok Gyakoriság 


Xi 7 Ag 


! 4,51—5,5 
5.51—7.5 
7.51—9.5 
9.51—11.5 

LL516...... 





Feltehető-e, hogy az előírt tömegértéktől való eltérések normális előoszlásúak? 
Megoldás 


A feladathoz becsléses illeszkedésvizsgálatot kell végeznünk, és a gy" -próbát 
alkalmazzuk. 





x (t-my 
A nullhipetézis:  H4PIX cx) [/ 10" gdrz F(x), 
2gg 


az ellenhipotézis : H.P(X c x)éF(íx) 
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A várható érléket 





a szárásnégyzetet 








10 d een NH 2 
gt z 2fikf——zX 
9 


n-Il £ 
formulákkal becsüljük. 
A p;, értékek kiszámításához a 





c geg 
pp z PO 8X £x)E F(x)- F(x; peafd megl 417] 
1 § ) Jog 


És 
D(-uj—1— Biu) 


képleteket használjuk. Amennyiben np; 2iü 512 ....r), akkor kiszámítjuk a 
r Te 
2. 14 —-NDI) 
2 2. HÓ; 


értéket. A szabadságfokok száma; r-1—k—8§—-1—2—5. 


A számítást célszerű a következő táblázatos formában végezni (a Di értékek 
kiszámításánál lineáris inlerpolációt használtunk 4: 


ÉGE; Ik u Telgr) P; HP; Tt . 


r 
6-1 sz Tszroliszsson rose hose orsz [520334] 11361 
KTCSSNEN HEKI IEC FELZO ELZTTJ IEECNN KELTA KTZATI HESS TET OB 


ahol 





ká 
- fek; 
Xx.—-X szí 10628 


1————, nsAz — 


reg Im TTrga 79106 
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Hő 
a I 7 — 174 4 

xi kő z AE x-re 815625 —22L 6 1067— 846433 

. a-T 2 ze 77 hema 
és Így 

rt - 106433 — 3.105. 
fR5-6106 1 

B, HE: Ma, IS: —ehi—raj —1—D(I.4833). 


Az 1. sz. táblázatból 
cP(I.4833) s 09310, 


tehát 
pi 51—0.9310 — 00690. 
bfivel a 957-os szinthez az 5 szabadságfokú x" -táblázatban a 11.07 érték tartu- 
zik, melynél a szármilott xi za 385] lényegesen kisebb, ezért a nullhimetézist elfü- 
sadjuk, vagyis az eltérésértékek normális eloszlásúnak tekinthetők. (Az mp, értékek 
egy kivételével nagyobbak 10-nel, ettől az egy kivételtől eltekintünk.) 


3.0. Függetlenségvizsgálat vás próbával 


Egy férficsoport vizsgálatát pl. magasság és lestsúly szerinl vÉBEz- 
zük. Jelölje X valószínűségi változó aktuális értéke egyedenként a 
magasságot, Y pedig ugyanarra az egyedre a lestsúlyt. Arra szérél- 
nénk választ kapni, hogy a két tiajdonság, az adott siatiszrikai 
sokaságra vonatkozóan, függetlennek tekinthető-e. Általában, ha 
egyugyanazon statisztikai sokaság két valószínűségi változó áltai 
adott két tulajdonságának függetlenségvizsgálatát végezzük. mindir 
ilyen összetartozó értékpárak az alapadatok. 

Legyen az X valószínűséngi változóhoz tartozó teljes esemény- 
rendszer: X1.Xoar-Xgp, az Y valószínűségi változóhoz tartozó 
pedig YFor..c.Ya. A szorzási tétel értelmében f[clírható a null- 
hipolézis; 

Hg: PÜXPOY E PEX PU) VE 
(t—-E.2,... ki ped, 2,..., im). 


A mintaelemekből mind az X mindú az Y valószínűségi változó- 
hoz a vizsgált két tulajdonságnak megfelelően egy-egy érték ren- 
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ES SS E A EZ GEL ese see ett 


delhető. Mindegyik mintaelem a két tulajdonság szerint osztályoz- 
ható. Ha az X; és az Y; csemény együttesen következett be, akkor 


azt mondjuk, hogy az (X;oY;) esemény következett be. Ha a 
mintaclemek számát n-nel, a ÉX; en Y) csemény bekövetkezésé- 
nek gyakoriságál i-vel jelöljük, akkor ezeket az értékeket űn. 
kontingenciatáblázatba rendezzük. 
Az fi; gyakorisági értékek soronkénli összege: 
Ért 
wz YT G-l2....k), 

sz] 

öszloponkénti összeg pedig: 


k 
ny 2 fp 4G7L2 kk 
izi 
Á sor- és oszlöpösszegeket marginális értékeknek nevezzük. 
A definiált értékekből következik, hogy 


tj 
$Ef — H, ill. Yv nu e H. 
:-] 7-1 j-I 


A köntingenciatáblázatot tehát a következő elrendezésben ké- 
szítjük el: 
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A xy" -próbához ki kel! számítani az elméleti gyakoriságok érté- 
kelt az 
vi 


ll! Sk VA (H) 


fi 


fy 7 


formulával minden í-re és 7-re. Célszerű ezeket az értékeket a táblá- 
zalba Íij értékei mellé írni. 


A becsléses függetlenségvizsgálat valószínűségi változója: 


-§ pén kt ál Így 


(2) 
iz] jel fuj 


Az (2) formulával számított valószínűségi változó A—- se esetén 
(k—1)-ím-l1 szabadságfokú y" eloszlású. Ha a mintából meg- 
határoztuk a xé értékét, majd kikeressük a 3. sz. táblázatból adott 
100(1— pi -os valószínűségi szint és (k—1l)-fm-1) szabadság- 
fok mellett a táblabeli xi értéket, akkor a függetlenségre vonatko- 
zó Ha hipotézist x z xi esetben elfogadjuk, pén m x? esetben 
pedig 1001 — p)y -os szinten elvetjük. 


Példa 


A PB gázpalack elősztéhőöz négy töltőállornás (Alla, Béta, Gamma, Delia) szál- 
ttja a 11 kg névleges töltő súlyú palackokat. Az elősztó súlyvizsgálatot tartott vélet- 
lenszerűen kiválasztott 182 palack léemérésévei, Az öszlálvozást töltőállomásonként 
és adolt súlyhatárak szerint végezve az eredményt. a kövelkező táblázat tartalmazza: 


stily ke Alfa Béta . Gamma  Belta gésar 


108112 100 
L0.3—10,7 64 


xzkhú3 18 





Állapítsuk meg X próbával. hogy a töllőállomásoktól függetlenek-e a súlyelté- 
rések. 
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Megoldás 


A nullhipatézis: az osztályozás szerinti két valószínűségi változó független. 
Számítsuk ki az (1) formulával az elméleti gyakoniság Éj érlékeil és írjuk be a 


100 50 m 1(H- 43 


láblázatba: Aj — zéhőt hirig 





— 23.03; stb. 





152 


süly kg Alfa Béta Gamma Delta 
: 100 


10.8-1I,2 27.5 2 23.6; 30 242! 22 247 23 
103-]1ú,7 154: ló 
xziü, 44: 6 


BENE TSET KETTEN] 


Képezzük a (2) formula szérint Y.. értékét. 





(— E (25-zms  (30-136Y 
Ki" jioegze mh ns th net 


(6—d4)" , (4—45y 
44 45 


A szabadságfokok száma: (k —Irr— 1 5 13—11(4-11 5 32-3—8. a3. sz. táblázat 


— 8.655. 


6. sorában a pg 010 -hez 7/ 510645. a pa 5095 értékhez gyi —-1,635. A null. 
hipetézist, vagyis a két tulajdonság függetlenségét P-Ölü választás mellett 
elfogadjuk, mivel 

X5 76.656 c Yin 510645, 
mig 

pe. 50955 

választás esetén elvetjük. mivel 

X 66565 Yfas — 1635. 
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E.3. Ellenőrző kérdések a 3. fejezethez 


1. Mit nevezünk nullhipotézisnek és ellenhipolézisnek? 


2. Hogyan értelmezzük a statisztikai próbák elfogadási és kriti- 
kus tartományát? 


3. Mit nevezünk elsőfajú és másodfajú hibának? 

4. Hogyan alkalmazzuk az u-nróbál? 

5. Hogyan alkalmazzuk az egy- és kétmintás f-próbát? 

6. Milyen döntéshez használjuk az F-próbát? 

2. Mit nevezünk tiszta- és becsléses illeszkedésvizseálatnak? 


8. Mire vonatkozik a homogenitásvizsgálat? 


5.3. Feladatok a 3. fejezethez 


stl. Egy adagolóautamata 200 g tümegű massza löltésére van beállítva. A do- 
bozokha IZO0 g-4ól eltérő tömegű massza ís betöltésre kerülhet. A massza tömcgé- 
nek értéke véletlentől függő változó, az clőzetes méréssorozatok azt igazolták, hogy 
normális eloszlású c —-35g szórással. Á mintát véletlenszerűen kiválasztott tó db 


doboz alkotja, amelyeknek a mért értéke: 


[143 1168 1203 1191 
Li93 1166 1199 1181 
20] 1196 1193 1198 
[204 1146 1198 1260 


Van-e szignilikáns eltérés 989.959-os megbizhatósági szinten az előírt törnegértéktől? 
1-.2 Egy csomagológép által készített bálákat vizsgálunk. TÖ6 bála mérlegelése 
alapján azt kaptuk. hogy a bálák átlagos tömege 705 kg, Legyen a bálák tömege 
normális eloszlású. €—SÜkg szórással. Van-e szignifikáns eltérés 95£-os MEeg- 
bízhatósági szinten az előírt 700 ke-hoz képest? 
5.4.d, Egy adagológép által dobozba tüllendő anyag tömegének várhaló értékére 
az előírás 500 g, Mintavétel során az alábbi értékeket kaptuk: 
483 495 eléje 444 SÜS5 
502 agg 483 491 456 


Teljesül-e a várható értékre az mp - 5008 előírás 9596-os biztonsági szinten? 
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5.34. A szénosztályozóba érkező vagonok meddőecloszlásáról feltesszük, hogy 
normális eloszlású. 142 vagont megvizsgálva, osztályok szerint rendezve a kövel- 
kező adatokat kaptuk: 


usztályok gyakoriság 


XLI 
- 243 
244 — 323 
324— 4í3 
304 — 453 
484 — 508 
564 — 643 
644 — 723 
124 — 





Vizsgáljuk meg, hogy a meddő mennyisége normális eloszlású-c. 


NEGYEDIK FEJEZET 


Empirikus képletek előállítása, korreláció- és 
regréssziószámítás 


A matematikának a térmészéttudományok, a muszaki tudományok, 
a közgazdaságtudományok területein történő alkalmazásai során 
gyakran közvetlen megfigyelés, mérés útján nyert tapasztalati ada- 
tok között, a vizsgált folyamatra jellemző mennyiségi összefüggé- 
sek elemzését kell elvégezm. Rendszerint ezeket az összefüggése- 
ket bizonyos feltételek fennállása esetén is csak közelítő pontosság- 
gal lehet kifejezni. Az ilyen típusú mennyiségi összefüggéseket 
szárnításra alkalmas ún. empirikus képletekkel adjuk meg. A tu- 
dornányok fejlődésének kezdeti időszakában pl. a legtöbb termé- 
szett törvényt 15 egy, a kísérleti adatoknak megfelelő empirikus kép- 
letbe való foglalásával alkották meg. Célunk, hogy lehetőleg egy- 
szerű képlettel kifelezzük az összetartozó (xe.Yyp) (k-1,2.....m) 
tapasztalati eredmények közötti kapcsolatot. A probléma megoldá- 
sa általában két lépésből áll: 


1. Megállapítjuk az empirikus képlet típusát, 


2. Meghatározzuk a választott típusú képletben szereplő para- 
métereket a megfigyelés adalat alapján. 


4.1. Az empirikus képlet kiválasztása 


Az empirikus képlet típusának meghatározásakor arra törekszünk, 
hogy annak grafikonja jól illeszkedjék a tapasztalati adatoknak a 
köördínátarendszerben ábrázolt pontjai közé és a lehetséges legegy- 
szerübb függvényosztályba tartozzék. Így az empirikus képlet típu- 
sának meghatározása négy lépésre bontható: 

IL. A tapasztalati úton kapott értékpárokat koordinátarendszerben 
áorázoljuk; 

2. A pontok közé jól illeszkedő görbét (egyenest) rajzolunk; 
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3. A görbét összehasonlítjuk a legfontosabb elem! függvényekkel 
ús kiválasztjuk az empirikus képlet típusál; 
4. Kiszámítjuk a paramétereket, és a kiválasztott empirikus kép- 
let alkalmasságát a lincarizáló módszerrel ellenőrizzük. 
Linearizáló módszernek nevezzük azt az eljárást, amely révén a 
síknak valamely 
[x7- f(xy) 
17-g(ny) 


leképczésével a lüggvénykapcsolatban álló (24, Yg) pontokat olyan 


X- 
LY- 


helyzetbe hozzuk, hogy az (x.y) sikon egy egyenesre illeszked- 
nek, vagyis lincárisan függnek össze. 

Könnyebb kezelhetőség kedvéért feltesszük, hogy az X.Y, ÉT- 
tékek pozitívak. Ez mindig elérhető 

Xp-xptűn YEN TE2 

iransztormáciáóval. 

PL. A megfigyelt adalpárokat derékszögű koordinátarendszerben 
ábrázoljuk. A pontok közé közelítőleg egy hiperbola jellegű görbe 


illeszthető. Feltesszük, hogy az Yv KTET függvény a megfelelő 


. ; . — x a 
empirikus képlettípus. Ebben az esetben az x—-x y- Fe leképe- 


ésa ctdx— y lineáris kancsolatot állítja ela, 

A gyakorlatban a kiválasztott empirikus képlet alkaltnasságá- 
nak eldöntéséhez az adott X;, vz értékekkel kiszámítjuk az Xp.Yrp 
értékeket, és megvizsgáljuk. hogy az ( XL. Vr) értékpárok által fel- 
vett pontok közelítőleg egy egyenesre csnek-e. Ha igen. akkor az 
empirikus képlet típusa megfelelő. Á pontok az x értékekkel skálá- 
zott abszcisszatengelyű ÉS É érlékekkel skálázott ordíinátatengelyü 


koordinátarerkiszerben ábrázolva esnek közelítőleg égy egyenesre. 


Néhány egyszerű emnrikus képlettípus és a lincáris kapcsolatot 
előállító leképezés: 
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Enmiri a... xb. 
mpirikus képler yz 

lingearizálás: z Ig ye lev; 


lineáris iggvénykapcsolat: vyzzlgatbx zs A bx. 


A pontok kettős logaritmikus papíron ábrázolva közelítőleg egy 
egyenesre esnek. 


Empirikus képlet: y - ae; 


lincarizálás: x-x, y-lgy; 
lincáris Tüggvénykapcsolat: y—mlga14blge: xs Ar Hy. 


A pontok téllogariímikus papíron ábrázolva közelítőleg egy egye- 
nesre csnek, 


Empirikus képlet: y-ax he; 


hnearizálás: 


mi 
II 
ha" 
.k 
H 
kaszt 
sar 


lineáris függvénykapcsolat  v-aXú4c. 


A pontok x" értékekkel skálázott abszcisszatengelyű és y értlő- 
kekkel skálázott ordinátatengelyű koordinátarendszerben ábrázolva 
közelítőleg egy egyenesre esnek, 


4.2. A paraméterek meghatározása 


Az empirikus képlet megfelelő típusának kiválasztása után mesha- 
tározzuk a képletben szereplő paraméterek numerikus értékét úgy, 
hogy a közelítés valamely feltétel szerint optimális legyen. Leg- 
gyakrabban az a) kiválasztott pontok módszere, b) középek PŐLÉSZE 
re, és cs legkisebb négyzetek módszere használatos. 


áj A kiválasztott pontok módszere. Á lapasztalati úton kapott 

n-számú (xz.yp) (k-I.2.....n) értékpárhoz az előbb leírt lépések 
szerint megalkotjuk a megfelelő 

y— (rap. dass da denen rek (E) 

empirikus képlettípust, djp. do. ....d paraméterekkel, A koordi- 


nátarendszerben ábrázolt (x.y) (X-1.2....,a) pontok közé il- 
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lesztett görbén kiválasztunk m számú €x;,y;) (szil 2,...,m) pon- 
tot és ezeket behelyettesítve az (1) képletbe, az dj.da...-sdm 
paramóélerekre m egyenletből álló 

y;  (xdj.das dm) (EL 2....m) (2) 
egyenletrendszert kapunk. A (2) egyenletrendszer megoldása szolgál- 
tatja az a; paraméterek numerikus értékett. Ha a (2) egyenletrendszer 
ellentmondó, akkor az ellentmondást a görbe (ax, y,) (Z-l12....m) 


pontjainak alkalmasabb választásával szüntethettük meg. Az egyenlet- 
rendszer megoldása után a paramétereket behelyettesítjük az (1) kép- 
letbe. Ellenőrzésül az így meghatározott empirikus képlet felhasználá- 
sával kiszámítjuk a pP(x,ap.do.....dm) értékeket és képezzük az 


ve tapasztalati érlékek és a 0fxp.dp.d2s...r dm) értékek 
d, —yp e plxpjdrázssám] (REI 2...) (3) 


különbségét, a külünhségek 


YI] 


d (4) 
n 
állagát, és a különbségek 
Fi 
doz d 65) 
k-I 


négyzetösszegét. 

PJA közepek módszere. A még ismeretlen paramétert tartalma- 
zó (1) cmpirikus képlettípusba helyettesítsük be a kísérlettel kapott 
(xs. yx) (kk -1,2....,rn) értékeket és képezzük az 


Ép — Yp—P(Xxpjdpbzressr dm] AK, 2....m) (6) 


eltéréseket. Az aj,d31..., dm paraméterek numerikus értékét abból 


a feltételből határozzuk meg, hogy a (6) eitérések algebrai összege 
zérus legyen, azaz 


Pep 70 7) 
kzi] 
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feltétel teljesüljön. Mivel így csak egy feltételünk van az nm számú 
paraméter meghatározásához, czért az adoll n számú (Xr, Yyr) pon- 
tot m csoportba osztjuk, és mindegyik csoportban az eltérések ösz- 
szegét zérussal tesszük egyenlővé. Ezzel az eljárással előállítjuk a 
szükséges m számú feltételt egyenletet. Természetesen a 


] Ha Hay 
2epz0, Bezb de z0, (8) 


részfeltételekkel együtt a (7) ís teljesül. Ellenőrzésül, a kiszámítolt 
apa... paramétereknek (1) képletbe való behelyetteésítése 
után. képezzük a (3], (45, (5) értékeket. 


Megjegyzés 

A közepek módszerével leggyakrabban az 5. Ty) transz- 

y7- gix,y) 

formáció után kapcit közötti lmeáris kapcsolatot határozzuk meg, 
melynek általános alakja: y-ax-b. Így a kísérlet eredményeként 
kapott €x.yr) értékpárokkal ax, vagy y, változó növekedésének 
sorrendjében felírjuk a y, — ax, bb (X—I,2,....n feltételi cgyen- 
leteket és a rendszert kb. megfelezve, két csoportra osztva külön- 
külön összeadjuk. Az így kapott két egyenletből álló egyenletrend- 
szerből kiszámítjuk a és b értékét. Az x és y helyére az eredeti 
változóknak megfelelő kifejezések behelyettesítésével kapjuk az x 
és y közölt kapcsolat empirikus képletét. Amennyiben még nem 
ismert az összes paraméler, akkor ugyanezt a módszert alkalmaz- 
zuk még egyszer, de előbb egy újabb, x és y közötti lineáris kap- 
csolatot hozunk létre. 

c) A legkisebb négyzetek módszere. Az ún. lcgkisebh négyze- 
tek módszerével a paraméterek numcrikus értékét az eltérések 
négyzetősszegének minimum feltételéből határozzuk meg. 

A tapasztalati úton kapott r-számú (xr.yp) (X—l2,....m) ér- 
tékpárhoz az clőbb leirt lépések szerint megalkotjuk a megfelelő (1) 
empirikus képlettípust. Mivel az adatokat pl. véletlenszerű mérési 
hibák terhelik, ezéril az y, mért értékek és a e függvény xx he- 
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lyen vett helyettesítési értékei általában E, értékkel eltérnek egy- 
mástől, azaz 
Yp— P(x dndas sm Eg, (XKELZ2....n). (9) 


Az Ez mérési hibákról fa lapasztalatok szerint) általában felte- 
hető a függetlenség és az N(O.c) normális eloszlás. A feladat 
tehát olyan yYy— p(xzjaj das! (man) függvény keresése, 
amely minimalizálja a mérési hibák halását, azaz az eltérések négy- 


N 
zetösszegét. Ver -et. Ez azt jelenti, hogy képcznünk kell az 
kzl 


n 
2 
Fid .da...stlm) E ERk? — pig s éla aa ám) (10 
kzl 


függvény minimumát amely az ap, ío.....dm változók nemnegatív 
függvénye. Ha 9 a paraméterek szerint differenciálható, akkor a 
feladat visszavezethető a 

daF gr 


dr an dó on. Hi 
da da —Ű; ...; Ba (11) 


ún. feltételi egyenletrendszer megoldására. Kiszámítva az Mm szá- 
mű (11) egyenletrendszerből az m számú paramélert és visszahe- 
lyeltesítve az (1) egyenletbe, megkapjuk az empirikus képletet. A 
véletlen mbákkal rendelkező mérési adatok alapján meghatározott 





y ep(lxzdpda dm] (men) (xapda....dne R) (12) 


függvényl regressziós függvénynek vagy regressziós görbének 
szokás nevezni. Ellenőrzésül képezzük (31. (4) és (5) értékeket. 

A legkisebb négyzetek módszerének előnye. hogy ha a különb- 
ségek négyzetösszege, do, kicsi, akkor a különbségek d, értéke 
(kk l2.....n) ís kicsiny, ami a közepek módszerénél nem mindig 
áll fenn. Hátránya, hogy az előbbi módszerekhez viszonyítva több 


számítási munkát igényel. Használata akkor célszerü, ha. a. tapasz- 
talati adatok ís elég pontosak. 
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SES AS E E IL ee eme áá e ee ea ÉT 


Pelda 


Tegyük fel, hogy méréseink táblázalba (oglalt adatai: 


aloj 5 ] 0 ] 55 





Határozzuk meg az empirikus képletet az a), fi és c) módszer szerint, és hasonlítsuk 
össze a d, különbségek értékét, a különbségek d állagát És e a NÉEYZELÖSSZEgÉL, 


Megoldets 
A pontokat koordínálarenílszerben ábrázolva (47, ábra) látjuk, hogy azok jé köze- 
lítéssel Cgy egyenesre csnek. 


y 






Gogi 7 éx 
íj ; 07 ke JELL ZETT TT TTL TTI ZTE , : 

GGAL h 

0.08 b 
0.04 
0.03 
0.02 
0.01 


; epen F— dit X 
a 10 15 zü 25 30 
47. ábra, Pontok közé itleszkedő égnenes 
A pontok közé illeszkedő eégyenés empirikus képlettiípusa v — ax. 


ey A kiválasztott nontok módszerével ap értékének meghatározásához válasz- 
szunk az — 25 és wp E 0Ü7IS értéket, amely a pentek közé illesztetl egyenes ordi- 
nára értéke. Így 0.0715— eg 25. vagyis ap -ÜDÜ286G. Tehát az a) ernnirikus 
képlet: 
Na, s 0 00286 x, 
DI A közepek módszeréhez 
b 
2 


§ 
hata —- MC — dni h nm ( a És ety étj] 7 ra s ÉN ÖÉNEK 2, 
sel 


ke pen 
kal 


tehát 





Yh 7 000287 x. 
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c) A legkisebb négyzetek módszerét alkalmazva a (10)-nek megfelclő függyény 
taj 7 
Fix.üy) — (e — pá. 
kr] 
A ap :t a szélsőérték létezésének feltételi egyenletéből kapjuk: 


dF 
—dünárj 7ü. 

dag "da 2 0 nő 

Deriválás után 2-vel egyszerűsílve 


§ 
2Xk (y—dpip) 50, 


iz] 





és így ag — Az s 000288, 


tehát az egyénés (regressziós egyenes) egyenlete: 
y,. s tél) — 000288. 
Az adatokat, a valamint az egyes módszerekkel kapolt empirikus függyényhez 
tartozó kiszámított ordináta és d, ériékeket táblázatba foglaltuk, melyből látható. 
hogy legjobb eredményt a legkisebb négyzetek módszerével Kaptuk. 


(d, (dot 1 ÁZ.) 
ug gl ka ! 
Ü 













4.a75 ] 4.625 
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4.3. A statisztikai madell 


Az. T. rész 3. fejezet 3.1.4. és 5.1.5. pontjában definiáltuk két való- 
színűségi változó, X és Y 


Wwlx.yj—PtX pr -yjh (F—1,2,.... 61, jel 2.... mm) 


együttes eloszlását, 


mM NT 
vix)— a w(xy j3o HLy;- Dwtxy j 
—] Éz! 
peremeloszlásait, a 
CovtX,FI-M (x —M( X JÁY-M 94128 NY wÚlx, yjlemem sz 
1.) 
s M(XY)—-m om, 
kovarianciáját és az 
MEAXY1— mi. 
REX ,Y) az DALT) e x 
IMX MF) D(XABD(Y) 


korrelációját. 

A korrelációanalizis a valószínűségi változók közötti sztochasz- 
tikus kancsolatok felderítésével és € kapcsolatok szorosságának. 
erősségének mérésével, a regresszióanalízis pedig az összefüggő 
változókra vonalkozó, adott tulajdonságú függyénykapncsolatok 
megadásával, képlettel való leírásával foglalkozik. 

A kovarlancia a kél változó együlles változását, a korreláció a 
két változó kapcsolatának szorosságát jellemzt. 

Ha egy Y valószínűségi változó sztochasztikus kapcsolatban áll 
cgy X valószínűségi változóval, akkor az Y értékét célszerű az 
M(YIX — x) feltételes várható értékkel becsülni. A becslést min- 
den x-re elvégezve, kapjuk a 

ptx)— M(YIX — x) txeR) (6 
ún. regressztás függvényt. 

A píx) függvényt úgy célszerű megválasztani, hogy a wgíx) ér- 
tékek a lehető legközelebb legyenek az Y értékeihez. A közelséget 
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mérhetjük például az (Y — ee várható értékével. A pfxi-et úgy 
választjuk meg, hogy a várható érték minimális legyen, tehát az 


AM (y — ptx) v 1- min 
feladatot kell megoldanunk. Ez azt jelenti, hogy a gx) FEETESSZIÓS 
görbétől az F értékcinek négyzetes átlageltérése a legkiscbb. 

Ha az X és F együttes eloszlása normális, akkor a Tegressziós 
függvény lineáris, grafikonja egyenes. A legkisebb négyzetek mód- 
szerével kapott eredmény alapján az Y értékeit legjobban közelítő 
függvény a regressziós függvény. Az együttes sűrüségfüggvényből 
a regréssziós függvényt 


DO) 
(XI 





yszp(xis REX Y) (XX — MIX IT MÍT). (xs KR) (7) 


alakban állíthatjuk elő. 

Ha az X, Y változókra ismert egy € Xs, fp). (Xo. Fold c. (Xn) 
statisztikai minta, akkor lineáris korrelációt feltételezve, a paramé- 
tereket a mintából kapott fxy.y;) égyenletes eloszlású diszkrét 
értékekkel becsülve: 





H 
22 hi 


M(Xizm o sxz EL , D(X)zoj m- 2 (a; — xy" 





s 9 


MG) -m ny- mi PGW)- oz s 





H-P; 


í-] 


z [/ 


ÉS Így 
13. 
2.61—-FXx-)p) 
REX ,Y) sr sz ——E —— (8) 
A fi 
X64-3)X0o-yyő 


r—] íz] 
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A körrelációanalízis szóhasználatában az R(X.Y) a lincáris kap- 
csolat mérőszáma, elnevezése: korrelációs együttható (kocffici- 
ens), ős leggyakrabban r-rel jelölik. Mint már láttuk -ISrél és 
r—tl eselén a valószínűségi változók között lineáris függvény- 
kapcsolat van, ha viszont re l, akkor a függvénykapcsolat típu- 
sára nem, de a 0 és I között elfoglalt helyétől függően a lineáris 
kapcsolat erősségére következtetést vonhatunk le. Ha Fr — 8, akkor 
az X és Y valószínűségi változókat korrclalatlanoknak mondjuk. 
A független valószínűségi változókra r—0, de abból, hogy r—, 
általaban még nem következik a valószínűséget változók független- 
sége, de normális előszlásúaák esetén igen. 

K. Pearson a változók szorosságának mérésére az F-nak A-re vo- 
naikozó várható értéke varianciájának és az F varianciájának há- 
nyadosát javasolja: 


vart). D2tlrix) 


Var(ly ) § DÍCY) sé. 


A (7) formulával kiszámított 2 számra teljesül az 
0zgzl 
egyenlőtlenség. 
2 pozitív négyzetgyüke Ja. az ún. körrelációhányados csak 
akkor 0, ha X és F valószínűségi változók függetlenek, és csak 
akkor I, ha X és Y között függvénykapcsolat van, 


A becsiő formulák felhasználásával a (71-ből a regressziós egye- 
ncs mintateli becslésére 


di -— — l c. — Z 
(x.—X0—y)  — IR 0p-) 
2 va vé 


-7a 





90-X) Yo, d. 9(x—xy 
f-L (1 én 


:-] 


egyenletet kapjuk, melyből az egyszerűsítéssel előáiíló: 
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Hi 


20, -X(y PF) 


yes eme lk—Xx]ty (9 
— 7 
DÁX; — x] 
(7-1 
alakot használjuk. 


Megjegyzés 
Ha a legkisebb négyzetek módszerét alkalmazzuk a ponlak közé 
illeszkedő egyenes y—ax3b képlettípusára, akkor az 


H 
F(xsab)z Y(v- ax —b)ő (10 
iz] 
kétváltozós füegvény minimumát kell kiszámiítlam, amcly az 
Mg -ax -b2 [6 min 


követelmény mintabel becslése. A (10) kétváltozós függvény mI- 
mmiurnának kiszámításához képözzük a lüggvény a és B szerinti 
parciális derrvállját. A derrváltakat 0-val egyenlővé téve, a-ra És B- 
re a következő egyenletrendszert kapjuk: 


Ez (y, —ax;—b(—x) - 0, 
F-—] 


fi 
F.z 9 2(yy—ax,—bX—1)— 0. 
isl 
Az egyenletrendszer egyetlen (a.b) megoldása az F nemnegatív 


volta miatt, a (10) függvény minimumál adja. Az egyenletrendszer 
rendezésével kapjuk az ún. normálegyenletrendszert; 


h Fr él 
DX zay xi 4bax; ; 
tl 


:-I 1-1 


FI H 
dyszajgtb:n (11) 


1-1] í7-I 


[a 
vé 
heg 
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melynek megoldása; 


H 
20—X(w—-y) 


az e és h-y-xa (125 


dj "a 
(Ax; — xXF 
zl 


Félda 
A táblázat egy finom fémszál állagterheléseknél mért átlav megnyűlásait tartal- 

mMazza: 

AT ETTTETETETET 

07516 [ 07628 Í 07728 ! 07836 ) 0,7956 ] 08065 


A KÉt változó között lincáris regresszjól feltételezve számítsuk ki na korrelációs 
együtthatót és a korrolációs egyenes egyenletét, 










Afepüteds 


A számítás menetét az alábbi táblázat szemlélteti: 









136025 
7628 1-3 [/nteo] do] 9 
16 [ezer [ea00601 0900 TT 
a TeTozeT T Töoms] 7 6048 TT TT 
20 00547] 
sTaTo 









,i 


A hneáris kapcsolat feltételezése jogos volt, tehát a regressziós egyenes egyenic- 
tének paraméterei: j 





[új 


(x— rk 3) 
8 03837 


tl — SS 
rét 


ha (aj — xy 
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b7-3—xas 0.77858—-17 0.0055— 06853. 





- Ü 0055, 


A TCETESSZÍÚS egyenes egyenlele: 
xy — ax tb — 0 0055x-HÜG853. 


240 A MATIMATIKAL STATISZTIKA ELEMEI 


E.4. Filenőrző kérdések a 4. fejezethez 


1. Hogyan választunk empirikus képletet ? 
2. Mil nevezünk Imcarizáló módszernek? 


3. Hogyan állítható ető néhány nevezetes üggvénytipus limeari- 
záló képlete? 


4. Hogyan definiáljuk a legkisebb négyzetek módszerét! 
5. Mil mér a korrelációs együttható? 
6. Hogyan állítjuk elő a regressziós függvényt? 


7. Hogyan számítjuk ki a lineáris regressziós egyenes együtlhatúit? 


s.4. Feladatok a d. fejezethez 


5.4.L. Egy darabológép LŐ0 cm-es rudak vágására van beállitva. Véletlenszetél 
kiválasztással hat rúd hosszát és súlyát lemérik. Az eredményt a követköző táblázat 
tartalmazza: 


[6.3 1637 JÉ aaa 972 I(H4.I 


emelem emelne erei 


ál 026 a8Ú 554 az 418 





számítsuk ki iz korrelációs együllhatá értékét ős ha a két változó között feltéle- 
lezhető a lincáris kapcsolat, ekkor határozzok Meg a tegrcssziús egyenes egyenletét, 

a.4.2. hgy változó lélekszámú faluban a szülelések számát öt egymást követő év- 
ben az alábbi táblázat tartalmazza: 


187Ü Lé] ; LEV 3 DSA 
5? 


Állapítsuk meg a születések száma és az évek közötti kapcsolatot. Ha az adatok 
alapján Uneáris kapcsolat feltételezhető, akkor határozzuk MEg a TERTESSZÍÓS ÜGYŰBES 
cgyenletét. 





MEGOLDÁSOK 


II. RÉSZ 


MEGOLDÁSOK 


AZ L RÉSZ FELADATAINAK MEGOLDÁSAI 
V.1. Az I. fejezet feladatainak megoldásai 


v.1.1. Az cscmények összege f, és páronként kizárják ügyrmást: 
A 4(A—BIHABZÁTABTABZATAB 3 Bai, 
A(A - BY- A(ABJ-(A4B—-28 - 0, 
A(ÁARY- (AAH 7 HB s 10. 
(A - BJÁB -(ABMAB)— ABAB — AABB — A — 


v.1.2 a) BÍR Al- (B Pha - 24 - 2: 

A műveleti szabályok e, 2. pontja szerint: 

B) A414AB-t(AtAKÁATRBI—-I(AHM-ATB. 

c) (4A-CXB-OV-(ACHBO)—-ABCC —( ABC — ABC. 


V.1.3. a) Mindkét kapu nyitva; 
bi legalább az egyik kapu nyitva; 


c) a zöld kapu nincs nyitva (a vörös lehet, hogy nyilva van, de az is lehet hogy 
zárva vank 


d: a vörös kapu nyitva, de a zöld zárva: 

21 egyik kapu sincs nyitva; 

fa zöld zárva" és a , vörös nyitva" cscmények közül legalább az cgyik teljesül, 
vagyis, ha a vörös nyitva, akkor a zöld lehet nyitva is meg netn is. Ha pedig a vörös 
zárva van, akkor a zöld sincs nyilva; 


e) a zöki nyitva, de a vörös zárva; 
1 mindkét kami zárva; 


:) legleliebb cgyik ichet nyitva; 
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4d legfeljebb egyik lehet nyitva; 
kk) csak az egyik kapu lehet nyitva. 
V.1.4. a) minthogy AB4AB—tA rAB-f-B- B, ezért P(RY-BHAB4 AB), 
de AR és AB egymast kizáró események, czért 
P(B) z PCAB4AB)Y-PTAB) 4 P(AB), 
w PlAsBzri-P$(A4B)-1-P(A B), (de Morgan. 


V.1.5. A fej és írás dobás elemi események lehetséges számát 2 elem halod ösz- 
tályú ismétléses variációi adják : 
Via 72-64 


Ha A-val jelöljük a kérdezett eseményt, akkora FrAlz x kérleltet használva: 
FI 


alk - 1] 
a) kel P(AJ- 
I 
] z mm — 
b! Ez], FfÁál TE 
. hi l 2 
Hy PP - — $— 7 I 
e 8 64" 64 ód 


5 
b Az a helyet. amelyen fej áll í: s 6 módon választhaijuk ki. így 
új 
ja NE 
BAY: 
(ásza 


e! 4 fejdobása km [4 ]z 15-féleképpen állhat elő, tehát 
d 


. 15 
FrAl5-— 
0764 
j Ha A jelöli a mind írás" eseményét, akkor legalább egy ki ínem mind írás) 
A cseményének valószínűsége; 
ll 63 


z]- (A z [/ 2 — z , 
PFfAlz1-—- FiAj-l 877 gi ÜSS . 
F3OY30) 
; . 2] ű 
V.1.6. a) Visszatevés nélkül: Pr Aj — si — 135], 
2 ; 
; gy 29 7 (25 7 
! ; a: :z flszdszli JE]! 
Visszatcvéssee[: rwe( 356) ÉT ülő, 
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f20 12) 
I ,üiz .. 
b Visszatevés nélkül: PéAj s z (hsáaal 


"50 


szil 


fa Mg e. 
Visszatevéssel: na 165) E — (36. 


fogy 307 
: ( i 


c] Visszatevés nélkül: PfAj te s (1 AROTG, 


1) 50150; 


dt Legyen A legalább az egyik hibás, 8 csak az egyik hibás, € mindkettő hibás 
csemény, akkor A- 30 8. 0-0, ésígy FIA) PCB) PIC. 


1 si 
Visszatevéssel. mem -[d 165 (56 [ 2048. 


Visszatevés nélkül; c) és a) összege: FfA)— 06448, 
Visszatévéssel: cl és al összege: FYA)— űőd. 


el Legyen 4 legfeljebb az egyik hibás, 13 egyik sem hibás, C csak az egyik hibás 
csemény, akkor 4— §--C, B-€ -í ésígy TTA)—- FIA (Ci. 


Visszátevés nélkül. b és cl összege: PTA)— Ü 8447, 
Visszatovéssel: 6) és c) összege: FfÁA)— Ú, 54. 


V.1.7. A 6 hektár 610000 mi, a sportpálya területe LÖ(). 80 — AONNMÉ , tehát 


a 
000 22 - Él 3. 


c0000 15 





Hi Ajz 


V.1.8. a) A G elemeiből azok az A elemei, amelyek az F betűből és a páros szá- 
mekból állnak (hasonló meggondolással adjuk meg § és € elemeitk 


A cÍF2, Fa Fél 
B-ÍF2. FA FSA2IMTSÍ 
C z UT.T3.55b. 
BI A vagy B azaz A4B—-ÍF2.F4 F6,F3.FS.FOTAISX 
B és C azaz BC —Ít3. 15) 
a H azcm eleméi, ámelyek sem az 4-hoz sem a C-hez nem tartaznak : 


BonAn€ -ÍF3a.Fs,12l 
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cl A páronkénti egymást kizáró események A és C, AmC-ű 


(ArB-ÍFik Bacsi 5) 


V.1.9.a)0—-ÍFFLFF2.FF3.FFAGESFFEGFINFI2ET3.FIA,FIS.FIG, 
IFLIF2 TAVA TESAF6 HV H2. HO. HA HHSH6] 
b) A-FEZFFAFFOpB-ÍFELIT2 FO HT 
Cs IPILEZ FIR HFPA FISAF3k 
ci An 8B-Írr2t mila u c)-tr2k 
HBOC-ÍFEZFI2 IFI HZ FIR ÁFA FIS [FF 5 
V.1.10., a! Mem dedirmál valószínűségi mezőt. mivel a valószínűségek összegre: 


koli 7 
2.3 45 00 


b) Mivel P(A;) — - a. czért a lüggvény nem defírmál valószínűségi mezőt. 


c) A függvény valászínűségi mezőt definiál a 9-n, mivel minden valószínűség 1- 
nél kisebb pozitív szám és összegük 
bh 1 il 
—-t1—tr—r—-]. 
27288 
d) A függvény valószínűségi mezőt definiál a 0-n, mivel a valószínűségek nem- 
negatív értékek és összegük I. 


[e 


2 
127 


V.I.II. al Legyen F(Apiz op akkor pezti z]. amelyből p—1]-— T 


tat 


vagyis Al 5. 


; 
b! Legyen P(Aisz p. akkor eptpazsl 3paZ, p-t. tehát 


: 
HA t—23n—-3s Cs 
ci A LIL. axióma szerint: PA, As jyz PIA) P(Aj), Így a feladat szerint 


PIA PIA EL PT Ap). Ha P(Ap ap, akkor pt-2n-7l, és pez. vagyis Ft A, ez 


db Legyen P(A.J—p, akkor P(Azjs2p és p-3P(AL) amiből £rpr2p-i, 


10 2 úsí -£. 1 
7 :—L Pp Tan ÉS Így HAJT ig 
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V.1.12. Ha FÉM) 5 p. akkor POM dz PiAjrs Pidaz op, és P(NVI-P(H)—-2p. Azt 
elemi esemény valószínűségének összege L. tehál p-4-p-4-p-3p--2 pl, amelyből p-—. 


FELA 
7 


a) PUM,A JH-P(M)A PIA) Ptd) — 


] 3 
HG 
ET HÉ 


PŐN, MM 1- PIN) PM) — 


—i 
— 


al 
—alua al 


41 
47 

V.I.:3. alla FPflj—p. akkor F(2)—-2p, P(Rz-áp  Fi4-dp o P(5J-áp, 
P(oi-áp, Mivel a valószínűségek összege Il, ezérl p--2p-3pirdptáptáni], 


amelyből p-ar Tehát 


Pl 2 py-i pa-i, Pe, Pr5-2. 16 b 


2 2] 21 21 721 
by. P(Apz P(f2A 6-2 rőt erez egi P(B-P(2asp- S; 


P(Cyz P(fL35D- 2. 
€ 
ejha páros vagy primszármok cseménye: AH — fa. 46. 3.5). tehát csak az 


l nem tartozik hozzá, ezért PY(AAUBiS1— PRI) — si 


cs ) a páratlan prirreszárnok eszménye. HAnCl 3.51. tehát 


PÍRAC- P(B5-— 


€3.4 a §-hez. nem tartozó páros számok kente AnB e (4.6£ tehát 


PIA EA B a PŰA, élem 


V.1.14. Ág. A — (mindkettő hibás ill. B - on; sem hibás) esümérnyek valószi- 


121 12-i] 
2 1.2 
leképpen lehet kiválasztani, ezért a € eseménytér elernszáma Óó, A négy hibás tran- 


r 
zisztorból keltőt l a b - 6 -féleképpen lehet kiválasztani. tthát P( Aja. 


nűségél H(A)-t és FÉB- kell meghalározni. Mivel 12-ből 2-L — Úú -fé- 





4 
A nyolc hibátlan tranzisztarból kettőt He 28 -féleképpen lehet Kíválaszta- 


8.13 94 


ni, tehát Ty B ]- 7 


Bis 
ant 
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A € - Ílegalább egy hibás! esemény valószínűségét, mivel C a § kormplemense, 


azaz C—- B. a P( B) —-1-—- Fifth összefüggéssel számítjuk: 





-1-p(8)-1-it 2 ÍZ 
P(C)—P(BRY-1-FP(B1-I 3773 
lú 1] I045 I a l z az 
VI. a 1 mm — m—; 8 s mm —,; ú mm — E ne, a fe 
15. H( A) 307 FiH 7ú 3 BHáArH ET: tehát a férfi 
vagy mérnök személyt lap kiemelésének valószínűsége, a 6. tétel felhasználásával: 
 PrÁA u By FA PH PrAnn BH) 5 — zta gő 


V.1.IG. A kör kerülete legyen 2h hosszúságú. Az óramutató járásával mcgegyé- 
zten haladva a kör kerületének a és $ közötti ívhosszát jelölje x, az a és r közötti 
ivhosszát pedig y (dő. ábra). 

y 


Szat All! 


INN 
1 ! ff 


0 h 2h 





48. ábra. 28 kerületű Kör 45. abra. 2h eldalti négyzet 


A üze e2h és Ü c y c 28 egyvenlőtlenségeket kielégítő (x, vh pontok alkat- 
ják a €) halmazt (49. ábra). Az A halmazt a €) azon részhalmaza alkotja, amelynek 
pontjat kielégítik az alábbi egyenlőtlenségeket: 

al x,yzde 
by xyz 


el xzhés v—xsin 


di yehésasyzső 
(A 49. ábra négyzetének bevonaikázott részei. Ekkor az A azon pontokból áll, 
amelyekkel a, b és c a félköríven fekszik, tehát 


— Aterülete 3m9 3 


— Öterülete 442 d 
V.1.17. P(AD-1- PA) 1-2 ss a RAB] —- TRA)r P(351—HAra H) 


egyenletbe helyettesítve: 7 — 7 3 P(B) - amiből F(B - 


Ld [ra 


A 


; 
d 17 


PtAr B) — PtA)-PiAr B) — 


haz [/ 
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V.1.18. P(Arny iz PIA n§H) — PRAUBj-Z és P(BOÁJ-T 


zh. . 
jő a j 
V.I.19. A relatív gyakoriságot az 


. gyakoriság (az cscmény bekövetkezésének száma) 
s kísérletek száma 
képlettel számítjuk ki. 


il ás száma 1 
ay -( as dobás száma ! 16 Jó ge 


kisérletek száma j — 100 


z ú.Zü, 


3 - as dobás száma EGT száma 1. 20 
bh F- 


- T0Ü 


108 TT 7SSNÉNÉGNÉS 


NE páratlan szám dobás száma jú 14-20-H15 
) rel — 0.52. 


NNNET ENE 17-20--15 


100 100 
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V.2. A 2. fejezet feladatainak megoldásai 


V.2.1. a) jelöljük A-val azt az eseményt, ha az 1-es kockán 5-ös van Íclül, akkor 
Az 165.1165.21.6.31.6. 4). 6.54 6.6); 
A pontszámok összege 10 vagy 1ú-nél nagyobb: ís.5] Í5.a) dobás csetén, Ichál 
Zz 1 


b — ina TT snan 


a 3 
b] 8 z t(5.1465.216.3165.44(5.5165.61(.51E2.516.5éh5h6.sií6.5it 
A 19 vagy IÚ0-nél nagyobb pontszám dobása háromféleképpen jöhet létre (5.5). 


(5.01 (6.54 tehát y kere hiszen 8-nek csak LE különböző eleme van. 


V.2.2. Két szám összege páros szám, ha mindkét összeadandó páros í1. minri- 


A 
kettő páratlan. A 2, 4. 6. 8 páros szárnok közül kettöt ú3 1-6 -féleképpen választ- 
da Fi 


halunk ki, az 1, 3, 5, 7. 9 páratlan számok közül kettöt pedig É h 1 -féleképpen. 


íry 6-41ú- 16 esetben kaphatunk páros összeget. Mivel IO esetben következhet be 


ha NT cz ; KENT lű 5 
két páratlan szám összegeként páros szám, Így p———-— 


168 
V.2.3. Négy pikk lap kiosztása ulán az 52-47-48 lap között még 13—4-§ 


pikk van. 48 lapból hármat [5 F17295-téleképpen lehet kiválasztani. Mivel 


A 
48-9—-39 lap egyike sem nikk, ezért. ] a. 79439 módon léhet hármat kiosztani 
, ; 





ugy, hogy egyik lap sem pikk. vagyis enmek valószínűsége Pi REZET Tchát 
annak valószínűsége, hogy legalább egy pikk lesz a három lap között: 
8157 
I ] - E S— szlltazll Fő 3 
KERT Tag 
, ; . RNS Tt ú 3 7 
V.2.4. A szorzástétel iclh l ral; 45—- —-—5—, 
szorzástétei felhasználásával: p-rg ga g 78 
V.2.5., A szorzástátel alkalmazásával: 
n-.2..b a 21 sz ÖÖÖ VB 


V.2. A 2. fejezet feladatainak megoldásai 


V26A PA U B) P(A)r PAB] PiA 8) összefüggésből: 


P(AnB)J--P(AU Ba P(A)a P(B)- -3r 33 -lse, 
és Így 
(Ar) 3 
( P(And) 4.2 
PAB) z PR 
ÉS 
1 
- BOW 4 2 
P(B]A)- PIA ag 
8 
3 
V.2.7T a) POA: 
b) P(BlAJ-; 
c) PA Be: 
12 
d) Mivel P(B)-1-P(B)-1-2 ő, 


és az I. megjegyzés szerinti 


12 12 
czért 
- a 
- Pán8 2.12 5 
PIA 9-gt- 28 
3 
P(A)J-1-P(Ajz 
És EY 


V.2.8. Ha Mo — [malematikából elégtelen hallgatók j; 
F z főzikából elégtelen hallgatók ; akkor 
E(MI- 025, P(F)-0J5 és P(MaoF)-DIN. 


227 
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e) PÍMOF)- PÍM )- PÍF)J- P(M OF) 0254015-010-030-—. 


V.2.9. Legyen Az fférfi él még tő évetk A-Ínő él még ID évetk akkor P(Ajzz 


PÍB) z 


the 


a) Az A és B tüggetlen események, tehát 


P(Ac8j- P(A)JP(B)- 


. ] 


bh Pia 6 81- PlA)4 P(Rn)- PÉA nBjeztzei - 
cp A PIA a B) valószínűséget kell meghatározni. 
P(Alz1—P(Aj- 1-2 -5 ; Pl - 1—9P(8j- ő, 
s mivel A és B éséITIÉTNYy 15 független, ezért 
PIANB]- P(AJP(B]-5 sz. 


A megoldást az A u8— Ar B összefüggés felhasználásával is előállíthatjuk: 


P(AoB)-PÍAGB]-1-P(AU B) 1-5 


d A PIANB] valószínűséget kell meghatároznunk: P(AJ-1- (4) s mivel 
A és A független események, ezért PIA 0B)- P(AJP(BJ 


V.2.10. Események: A — fBalázs találk A — ÍRobin talált C — INándor találk te- 


hát P(AJ- A. PÍB he 7 Pic ]J- 2 , 4 három csemény független. és 


r(m-5, F(6)-3. P€)-2: 
a) Á pontosan egy személy talál a céltáblába" TF eseményét 
Tzlan B nehol tn Choláan Boc) 
képlettel adhatjuk meg, s mivel ezek egyrmási kizáró események, ezért 
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p-p(rn-pPlan Bach PlAn BOCI Plán BnCj- 


- P(AjP(B P(c a PIA JPIBIP(C ja P(AJPÍBJP(C) z 


L32 512053 031 3] 


TT E 1 — kesz —éóÓrz ml . 


643 643643 727 
H Annak valószínűsége, hogy ha van találat azt Balázs érte el: P(ÁAlIT) Mivel 


—r 


AnT-anBaC esemény jelénti, hogy csak Balázs ért el találatot, tehát 


: -i 3.2 § 
PAOTJ- PlAnB AC] TT 
MÁSTÉSZT 
31 
PÍTJ s. 
Így 


V.2.11. Ha rövidlátó A, nem rövidlátó A, lány 3 fiú B jelölést használjuk az 
egyes eseményekre, akkor az adatokat a következő táblázatba rendezhetjtik: 


500 





110 . 
(il P(A) — 7000 z ÜLÜNK, 


. 5ü ; 
bi FPrÁAIBi- TÉS üI18; 


; rre : (KR : 
c) PARA rzggg 7 004: 


a 
: -— z045. 
dd FPEBÍA: TTGÉSÁ E 


V.2.12. Legyen A hibátlan. A hibás csemény, D..8..8, az XA, F. 2 üzem ter- 


mékének cseménye. B. .B..8. egymási kizáró csemények, teljes rendszert alkat- 


nak, teljesülnek a teljes valószínűség és a Hayes-tétel feltételei. Az adatok alapján: 
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P(B,) 7025, P(AJB.J-095, P(A[8,170.05, 
P(B)-035, P(TA[B,D-096, P(ÁlG,)- 004, 
PtB.)-04 P(A[8B.1-0.98, P(AÍR,)— 0.02. 


al AZ A eseméryy téljes valószínűsége: 
P(A)- P(BOPCAJB, ) a PCB, JP(CAÍB, 4 P(B,)P(AJB,) 
z 0,25.0.05- 035. 004- 6.4 0 02 — 00345, 
azaz a cipők 3.45 hibás. 
b! Az A esemény teljés valószínűsége: 
PIA) P(BPCA[B 1 F(B,PCA[B, 37 FEB, )PAB, ) - 
- 0.25.095- 035096 04.098 — 00055, 
amelyet az a) eredményéből is képcezhetjük: 
P(A)-1- P(A)—1—0,0345 — 09655, 
vagyis a cipők 965594 hibátlan. 
c) Bayves tétellel számítjuk, hogy az F üzem a hibás cipők hány százalékát szál- 
lította. 
PRJPCAB 0014 
FIA) 00346 
azaz a hibás cíinők 405855 az F gyárból származik. 
d A €)-hez hasonlóan kapjuk: 


PBOPCAlB 02375 
FIA) 09655 


azaz a hibátlan cipöknek csak 2466 -a származik az X gyárból. 


PIB já) z z 04058, 


Pig lAjs 





—ű 246, 


V.2.13. Az első szalagon gyártott hibás termék választás eseményé A, a második 
szalagon gyártotté pedig B. Mivel az A és 5 események függetlenek, így 


PA B) 7 PCADP(B)-01-0,2— 0.02, 
PIA B)z PrAJP(R)-09.08-0772, 
Az előző ellentettjeként számítható: ]— P(A Bsz 0.28, 
P(AB A ABIZ PAB) PAB z01-08409-0.2—0,26. 


V.2.1d. Az A, jelentse azl hogy a k-adik gép üzemszerücn működik, 
ik ml.2,3.4,54 Az A, -k függetlenek és P(A,)J—- 09. 
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a) PIA An As Az A) E PEADP(AJJP(ADJ PIA PA -09 - 059049; 


Meieel ele a —— 


Az clőző esemény ellentete: p-1—ű 00081 — ú. 99994, 
"Egy gép sem működik, ill. , pontosan egy gép müködik" egymást kizáró ese- 
mények, tehát p -01945.0.9.0J9— 000045, 


v.2.15. Jelölje B. (k-l.2,31 azt. hory a terméket a k-adik gép készítette. Ekkor 


l a a 
P(BD-zgn P(BD-Z P(B)-Ző és 


xalB) z 8 - 49 - 05 
PAlBdz Ti PAlB) Ta P(AjB4) TE 
Alkalmazzuk a Hayes-tételt: 
PIALBECB Ta: 
(ABB) 10 50 E) 
P(RJA) - - 3. 
BA) -— öz jú 09 15 05 28 agy 917997 


DPCAIBDJEGB) To sot as SD Tas so 
k-Ll 


Tehát a szépséghibás darabot kb, Ü,18 valószínűséggel az X gép készítette. 
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V.3. A 3. fejezet feladatainak megoldásai 


Í l ] 
VAL. a) nzdxvixyezztőg til g-t 


sz B xfvixj— — 26-16-10. 


szalas 32. 
Bi mz—l: s" 925—1z8.25. sz J8.25 287. 
V.A.2. A léhetségés esetek száma 16. 
FEFF FFFI FFIF FFHOFIFF FIFI FHF FIN 


FEFEFE IFFI ÍPIF IFI OHFF HFEI HIF OHH 
a) Az X eloszlása: 





(pl. 2 [ej 6-szor fordul elő, stb.) 
M(XI-2 s — (Var xy e DEX) e I; 26X1—1. 
bi Az Y eloszlása: 





(pl. 2 ícj egymás után 5 esetben következik be, stb.! 
MGYYELT: rt (vary) - pi pj- 0.9, BF) - 0595. 


V.3.3. Mivel 3 fej dobásának valószínűsége .. 2 és 1 fej dobásának valószínű- 


sége 5. 3 írás dobás valószínűsége .. ezért a várható érték: 


3 l 
Mz 5. ager 27-15 
tehát a játékos szemporitjából kedvező a Játék. 


221 
B 4 
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V.3A. a) Peremelőszlások adják áz X és F eloszlását: 








b) Á várható értékek: 
m, —Hoxjvlx)—105-43.05 2; 
f 


MH, 2] z-3 04-42-03-44.037-ü 6, 


MIXY) E ny wlzoy, 1-1-(—3)01412-02-4...43-4-01 70, 
had 
tehát 
Covt X.Y) s M(XY)-m om, -0-2.06-—1.2. 


c) DUX)-M(X9)-mi c Fxzvlx) emi -1-0549.05-2? -1 
Í 


mxy-dt-I, 
És 


DYY-MGVŐ) mi z Yyjvlyj)-mi -9-0444.03416-03-0 62 - 924 
j 


DY)-4/9.24 304 
tehát a korrclációs együttható: 
CovíX ,F)  -12 
IXXMXF) 1.304 


d! Az XA és F nem független, mivel pl. 
PEX-LY—-3)é fex 1) P(Y——3), 
ur. ieil.—39— Ül ez pedig nem egyenlő a megfelelő peremeloszlások szorzatával: 


vild-at—3 0 5-04—0 5. 


REX ,Y) — 


V.3.5. A) 

ay M(X) 3 M(Y1-]; 

bi CoviX,F)Ei5; 

ci HiX) sz D(FYr-43 B(XY:SÜlT. 
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B] 

a) MIX)zl4: MíFY)-l 

b] Cov(X,Y)-—ü 5; 

ci P(x) - 049. BY) -3l; RÉ VYyz-Ü A. 


V.3.6. Az eloszlás táblázata wixYg) zz Pixty,) képlet alapján állítható elő, 
mivel X és Y független valószínűségi változók. 





V.3.7. a) Mivel f fölytonos valószínűségi változó sürüségfüggvénye, ezért, felté- 
ve hogy bo az 50. ábrán a 0-3] intervallum feletti és áz Y ezxtb EGYENES 
alatti bevonalkázott terület 1 területegységgel egyenlő és így 
l 


— 1 TAGNNEN FENNEN Ú8 
T-ztbtbázj) 3-1, amelyből b. 


y 






zzz bag 
NANE 

NNNNA 

NSZO 

ali SNSA SANAAN 

MA ta MGYNSEE OSZ A 





.. 
.. 
.. 
.. 


Mivel fgezrz st 07-én —2. ezért 


5 ral terü 
3177 tig tsz terü 


1 
12 1 212 12 3 
letegységgel egyénlő a 7) terület. tehát F(IZ XA 5 2) - 
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V.3.9. Az f gráfja: 





Al. dbra 


33, ábra 


200 


z66 


MEGOLDÁSOK V.3. A 3. fejezet feladatainak megoldásai 267 
Az eloszlásfüggvény a 0 £ x £ 2 intervallumon: Tehát X£0)- f0.1.2.3h és 
ú haxzü az 
x : [3 mud oz 2 2 IG 
(Ü) sz — — - FIAFTHFPY-— 44156 —, 
FC [51dr72xi, ésígy Fixj)- 7 hajszxrsz vin s AR) Fri kn E RPIP EI ) yi 97 97 27 27 
ü 
ho h 2. 
li VD- P(FELIET) 2254, 9(3)- P(FFP) 2. 
Az Fix) grálja: 27 21 0 27 





34 ábra 


r treredíi I l 
V.3.10. Elsürendü mementurn: Aj — 2, Xvlxh-—2 7 HI 1 


Í I Í 
7 --] ztr9z7ts 


Másodrendű momentum: Ma: Dxr vég) —4. 7 


li L l 
Harmadrendű moméntum: Mas 9 söv(a) 2-8 Srb 4275 —3 
37 2. vag) z 4 473 


T 


Negyedrendü mamenturn: My z pa xi véx]zló t 


[ 
V31L 0-íFFFFELEIE VEN TFE SAFE HE ETT 


F és F és F dobás valószínűsége: PFFF)z 222. § 


3 a a 77 és Így tovább 


22] 4 4 4. 
PFFI)Ds 22 Ge z — 
(Piti) CSE É PIFIF) 27" PLEIf) zer 


3 
PuFFEy2 5. PUFPz E PUIF) z 2. 


vár 
És 
XOHh-Ű, XÉFIF — XEFIPYE F(IFFys XCŰIFFi ELI, 


AlFEIh— KIIFFhsz2, AlfPpfFiz3. 


1 
h3.-z 
4 


PIT) — 


Az eloszlás táblázat: 





Várható érték: 


4 
MOD. Yang ezret 2 35785 


21 21 


(—] 


V.3.12. a) Az X valószínűségi változó eloszlásának gráfja: 


í, 


I i 
ze] gzről Wés ut in Ti 





535. ábra, X valószínűségeleszíása 


Minden xe R-re meg kell határozm az fix PEX cx! valószínűséget. 


x€ ezt, 


az ex Ü; 


Üzxtd: 


5: Rat ei 


Fiíxyz FIX c x—f, 


FG) - P(X exe MX--DzTt 
Fé z FX ex) P(X 2-7)e P(X 0) al 78 
biz FIX ax) P(x m—égeétá segg tz Te 
Fire PiX z xyz PBEX Bt TŰZ 014 HA s 
3.1 4 TO , 
Tr TÉÉSÉTT TÉNŐ 
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Az XA valószínűségi vállozó eloszlás lhgevénye:; 


A ha—-2€exE0 
Fixyz 10 xe KR: 
Té ha üzxzeá4 
I. ha de x. 
F(x) 
1 e 





2 Ü 1 4 X 


só. dbra Az X eloszlásfüggvénye 
b] F(—-áiz FIX c —ájzb Fi(—2z F(X c—2 szü 
F-RAX 21-25 FM PRIX 2 5)s1 


3, 
ÚBi 


P(X £0)- PIX e4)z Falk 


e) PUX 20)-1-P(c0)-1—F(0) 71-55 


V.2..I5. Az X változó diszkrét értéket ú, I, 2, 3. Az 5 elemből 3-at 10-féleképpen 


a 
(8 j 343 -10] választhatunk. 


3] 1.3.3 
3 
al PRIX -ím e; Ax -h-ggi 
Px-)p-b,. — mxogid: (57. ábra) 
10" 10" 
0, ha x €1 
2 , halgas2 
bi Fi Pe xe R (58.ábrad. 
—, ha 27xá3 
10 
1, ha 3x 
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B, 
6/10 
310 
TTÜ Í 
seems 
Ü 1 z 3 K 


37. abra. Y veatászíntségelőoszláse 


há Ffx) 
9710 Fe 


EL el Em 5 del "ZT a md "EI ELLIE AI LAT 


MDF-et 


585. dőre Féx) etosztásítpvény 





e] Legalább cgy Íriss tojás van a kiválasztott 3 tojás között; 
PeXEDz1l—Pí(X €171—Fíl)-1—0 LL, 

Legfeljebb egy friss kojás van a kiválasztott 3 Logás közölt: 

3 


RX S1-P(X 22)-F2 egy 


208 


V.3.1d. Az (X.Y) valószínűségi véklorváltozó együtles valószínűséget és perém- 


valószínűséget: 
HŰ 10 


mM) 160 LÜG 250 
ZÜ0Ú TŐN ZEKE MAKI 


291 MO 300 ral) 
ZÁ ZD ZAK JÚ ZŐÜ0 


301 JgöÚ 
ZAK ZIK) 





D.kÖt 
300 
JAM HI 


LHM; 
ZÜÜÜ 
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ú, ha xéll0 vagy ye2ő 




















ga ha llúsx s 220 és 20 ysdú 
300 V.4. A 4. fejezet feladatainak megoldásai 
- ,. ha 220£x és TÜgyzdü 
2000 
ha HOex és JÜ- yEGÜ V.4.1. a) mag z 6 LY 17.654 il 5. 
00 e aeg Fizlzil2] tXE 8 g 16 
bi Fix y]- agog " ba SZÜZ és tüz yt 60 (x.vyie R7. 
250 : bi b 3-4 LL -Í$YL 63 - A 
zooo ha lie xs 220 és 00 e yélüt "a 3laliá4) 64 
AZOÚ ha Z20€X és 602yE100 a ) 
200 V.4.2.Mivel n—4, p-— és gz1—- psz, ezért 
000" 58 LI0 2 es 220 és LÜ0-y 
1 ha 290-£x és Ogy KGYANYN es caf aa ZILTATYZŰELYÓ SB 
a] P(Z játszma üyerésé) -HÍ 24, 3 E) 3) gi 
ú, ha xsll0 a 
F.(x)- oj ha lliüszxe 730 b] Mind a 4 játszma elvesztésének valószínűsége: gy" -[4 HÉTÉ tehát annak, 
hl ha 220€x 20 ke 
hogy az A csapat legalább egy játszmát nyer I - g —aI a valószínűsége, 
ü, ha vi 2 , 
JD c] 3 vágy 4 játszma megnyerése jelenti azt, hogy a 4 játszmából felénél többet 
TON" ha 20 ysd nyer az /l csapat, tchát 
Fnlyis CETTt ha dü-zyző0 xeRt,veR. Pt3 játszma nyerése) 4 Pid játszma nyeréséj — 
1200 AY2YTLLAY2Y 32.16 16 
ha 602y£100 -[ 13)(5JH E 32 lő 
29907 313113] 1413 81 81 27 
], ha I00 xy jö 
M(XY)— Tagygyá ny) —I.2558 5 —dapg — 10000. 0,02-098 z YI96 —14. 
7 b selejtes darab választásának valószínüsége: p-ÜÜü2 és Így 
Covi X,rY)—- M(XYD— MIX UHÍFY) 0373; 
51—9pzüÜ98. 
Cortx,F) : PPG ; ; ; j 
MIX .FY)E BEGDET — ef, 2023, Az X valószínűségi változó értéke legyen sz db-ból a selejtesek száma, így X bi- 


norniális eloszlású, Annak valószínűsége, hogy  db-ból egy sem selejtes, azaz 
X-0:P(X sz [. s "a" 20987, 
Tehát a érlékét az 1—0.98" 2 0.96 egyenlőtlenségből számíthatjuk ki, amelyből 


ü94" züü4 
ng 98 c Iz ü 4 
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s mivel 
ig 0 98 xŰ 
ezért 
, Ig0.04 
az 19933. 
2 ig 098 18933 


Tehát legalább 160 darabot kell visszatevéssel megvizsgálni, hogy a kiválasztot- 
tak között 0,96-nál nagyobb valószínűséggel legyen selejtes darab. 


VA4 on] Á 4z2345.6.7 értékekre kiszámított valószínűségek összegezése 
helyett, vonjuk ki 1-ből a 0 és az L találat valószínűségének összegét: 


34 2187 , 

PO találat) — ÉgÉ TE381 
A 5105 
PCI találati — -[. (a B] - TEJET" 


tehát 


per. 2187 , 5103 4547 
.  [dé384 léjs4i 8192 


b) Annak valószínűsége, hogy a lövés nem talál célba: g7. Mivel gz1-pz 


z] -2 - és 4" -nek 1-3sz -nál kel kiscbbnek lenni, czért a g" 2 AZAZ 


a 


H 
4) ez egyenlőtlenségből meghatározhatjuk s értékét: 


BET 
e 


/ . 
melő Jel je s Így s l3 381845 4, 
hő 


E Mr 
"aj 


Bin 


ichát a lüvész 2 valószínűséggel célba talál, ha legalább 4 lövést ad le. 
fs 


V.4.5. a) A számítást, ha 4—Lő a 
PXz-khzps 18 a "ő (kü l234) 
formulával végezzük. 
nm ze -0l6s3, 
m El8eő 502976; 


Z 
erő elert z 02678. 


Pa 
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5489 ix 5.832 er 


Ha — a 7 6 — ú 1607; 


nzl a? 18 ag. 104976 48 
Bagi 24 
h) Várható érték; M(X154-1.8, 


szórás: DEX A zah8 z13416. 


Annak valószínűsége, hogy X várhaló értékénél kisebb értéket vesz fel F(X 2181 
kiszámításával adható meg 


zs 00723. 


P(X c 18) — pg t pp 501653 02976 — 04629. 


YV.4.6. Bár 4-I00, 5-6G02 paraméterű binomiális eloszlású valószínűségi 
változó értékét kellene kiszámítani. de n elég nagy és p elég kicsi, Így 
A znp 100-0.02—6 2 paraméterű Polsson-eloszlás p(d3) értékével közelítjük 
BEJON OT értékét: 


-T És 
Me gyz e a. (1354 





— 01805. 


V.4.7, Az X szórása ős várható értéke Azonos, 


a) M(Xy- IXX)-BŰÜD óra, ezért az eloszlás pararnélere: A — —— 


BON 
0. harzú 
b] A sürüségfiggvény; f(x — MEE Zl 
senseveny Ph) A , AU haxzÚ 
BÚ 
ihaxaü 
és az eloszlásítegvény: Fe s FIX dx) NE S 
1—-e MM hax:0 


c) Ánnak valószínűsége, hogy a kijelölt képcső 3200 órán belül nem hibásodott 
meg: 





Ja0n 
P(X 23200751- F(X 23200) —1— F3200) -1-f1- e HL ) 
t, 


-e7 s 00183. 
V.4.8. A 2. táblázatból olvashatók ki a sürüségfüggvény mp(x) értékei: 
4) (63) z Ü LŐ57; 
b p(—ü 75) s et 755 eü 30lt, 
c) mf—2OR) - 0(2 08) — 00459, 
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V.4.9. Az 1. táblázatból olvashatók ki a Blx) értékei: 

a) FIOSX 142) -BIL42)— 0(0)  09222—0 5 z 0 4222; 

bh F(-L37£ X £201-B(201)—b(—1371-dX2.01—(1—b(—137) sz 
—8.9778—140.9147 — 08925. 

c) PCX21159-1-PEX c113—1—0,8708—01292, 


di PxIS0,5) - P(-45 £ X 505) ——(1—6í0, 51) B(0.5)- 
z—1426(05)1-—132-0.6915 — 03830, 


168 — 170 


V.4.10. ap [66 em standart egysége: TE 


—Ü 25; 
182—I70 
Lé 
Tehát PűGG Es LS1821— P(-0 25 E Lt 2075) - 
— (07511 - po, 253) z07734—14.0,5987 — 0372], 


és igy £—400 03721 -1432 hallgató esik a [66 €m-rel és a 182 cm-rel adott ma- 
gásságt határok közé. 


182 cm standard egysége: Ú?A. 


b) A 190 em standard egység: ze — 1.25. 


Tehát HXL£21090) z FEL 51.25) —1—BL 25) — [0 8944—0 1058 és Így 
L - 300. 1058 — 42 

hallgató nagyobb vagy éppen 190 ém. 

V.4A.11. Az éexponertciális éelőszlású valószínűségi változó várható értéke, mivel 
füjgzü haxcb, igy 

az R 
. 42 fi rádli 
MÍXI- [edz lirm [det dx z lim [-Re RÍ ve] Er 

(a határérték kiszámításához alkalmaztuk a LL Hospira! szabályt. A szórásnégyzet 
kiszámításához előbb az X" várható érlékét számítjuk ki. az előzőhöz hasonlóan 


arciális integrálást alkalmazva: M(X?) sz [e2ie eke 26 
p g 7 
(tk 


Tehát D" (Xs MIX 2 - MT (Xi - FEJ — FEJ ; FEE melybűl négyzetgyükvö- 


4 ü1 
nással kapjuk a szórást: P(X — 4) — 412 5.) z Ü ODÜN06Z2, 
4 (100) 1100 ; 
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V.4.12. Visszatevés nélküli minia választásánál X hipereeometrikus eloszlású, 
értéket: (h 1, 2, 3, 4, visszatevéses minta választása esetén pedig X binomiális 
eloszlású, értékei ugyancsak: Ű, 1, 2, 3, 4. 


Visszatevés nélküli választás esetén: 
RX 7-0 —-ÜSlI9. FX -D-ülv7és, FfPYxX:2])-ÜDi]4 
FIX 7370 0002, FIX — 4 szü (MINOD1. 


MHiXl-npi-á 4, 


B 
I EL NÉ 
XXX17-043. 


Visszatcvéses választás esetén: 


ay s ViosY 
px -m-l 1 IZ I — 
(X-0) 0176) (185) 08145 
aY os Vas g 
RX-nh-[ 9" 1— 117] — 
(4-0 : hr 01715 
P-n) (MT YT25T 001354 
7 h2h100 Tösj i 
faY s Vf os ] 
REX -3)-[ 1: 1 th 
(X-3) 3 lró (hos 0.000475, 
(EL Y fos T 
fx-4-[  1— 11] - 
(X-4 41165) (65) 0.0000062, 
a 
M(XI-nn-4— z 
(X1— ap ITT 0.2, 


D(A)— dnpy — 04359. 

V.4.13. Az A normális cioszlású valószínűségi változó jelentse az átmérőt, akkor 
m1- 8 c 7-ül. és a 465-as eltérés: 004.8—-032 adataival px — 8] z 0.32) - 
-—P(7.68 c X c8329—-1-ÍF(832)— (768) — 

—1— (h(3.29—D(—3.29]—2— 20432) — 000138. 
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V.5., Az 5. fejezet feladatainak megoldásai 


V.5.1. A Csebisev-egyenlőtlenség felhasználásával; 


P(Ix —202 50220 - —016. 


50 a; 





V.5.2. A Csebisev-egyenlőtlenséget használva £—1 értékre: 
0.37 ; 
P(x -35az He-ge z049 


ichát legfeljebb € 09 annak valószínűsége, hogy a kötél hossza nes esik a 34 m És 
30 m közé. 


V.5.3. A hibás áru választásának eseménye legyen A. 
p—-OL 451—p505. 


ún - 0 m 002 je DL89 
fi 


0.027 - a 
És 
0.09 
ÜOGÜd4 . n s 805 
feltételből 
009 009 


7 0004-O0S5  BDO0027 4500, 


vagyis, ha a tételben 4560-nál több késztyű van, akkor 695 valószínűséggel a vevő 
átveszi azt. 


A IL RÉSZ FELADATAINAK MEGOLDÁSAI 
5.1. Áz I. fejezet feladatainak megoldásai 
S.1.1. kiszámítjuk a g; relatív gyzkoriságokat és a pa T; értékeket. 


Meddő mennyiség 
kg 
(osztályközök) 


es 


ass TT 09 

ITETZ 
IENEZZCC CEN INT ENE ENC TCEN EK CZ 
IEC ZESSSNNNN KENEC ENNE EGK ICES ENNYI 








0 163 243 323 403 483 963 843 23 803 883 


39. ábra. Sürűséghíisztográtn 
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Hg, 

1 MENNENEK 

0.54 TELLETT /-agzezási 

056 77-----t érem e e - — - fejei; ! 

078 jegdttttSlb vttütttük ú : 

0.67 Me SEN BENE 

0.54 geg! 

14 9 ES ÉG etááláttátáttktttttttlÉÉ e : 

0 ú68 sizdudettelelttntsettetslttelsltl j ; : : : : ! eke 
ü 203 283 363 442 523 603 683 783 543 7 


60. ábra. Tapasztalati eloszlásfüsevény 


S.1.2. e) Kiszámítjuk a relatív gyakoriságot és a gy, részösszegeket, majd mcg- 
rajzoljuk a sürüséghisztogramot (tapaszlalati sürüséglüggvényb) intervallumonként 


figjegz intervallarmra eső adatok száma 
5; (összes adat száma (intervallum hossza) 


képlettel szárított értékek alapján. [- os; — 3[ ÉS [3: kra [ imtérvallumokba nem ésett 
adat, czért ezen intervallumokban a sürűségfüggyűnyt 0-nak tekintjük. 


folyadékmennyisérg- 
eltérés 
lem] 





3 2 -6 0 1 2 3 


1. ábra, Súrüségítisztogrenn 


Megszerkesztjük az 
ü, haxs-2 


k 
EGY P(X cx Y og, haxg cx Ex,(k—1,2.3.4.5) 
i7] 


ll Lo haxzz2s5 


5.4. Az F. fejezet feladatainak megoldásai 278 


tapasztalati eloszlásfüggvény ábráját. A bhs—2.5] intervallumba nern esik, folya- 
dékmennyiség-eltérés, a Ezs:- 1.5] intervallumba Í esik a EZ közül, P(X 2— 151 — 


2 ali5:— 0.5] intervallumba 2 esik, tehát P(X £—05) z esz. stb. 


A bálról nyilt jobbról zárt imtervallumak mindegyikében a függvény állandó. Az 


intervallum végpontjaiban f - az ugrás mértéke. 





folyadékmenryyiség- 
: eltérés 
(em) 





-25 45 -05 4 05 1 15 25 
áz. ábra. Tapasztalati eloszlásfgevény 
e) Mintaátlag: x 5ü , 
dd Annak valószínűsége, hogy a folyadékmennyiség-eltérés 1 cm" -nél nagyabb: 


4 
PtX 21Ihzl-PR(Xce1)51— FI -1-e[ 122 [77905 -1—0,7549 — 02451 
L k 


vagyis 24,5196-ban kapunk olyan palackot, amelyben az előírthoz képest 1 em" -nél 
töbh a folyadékmennyiség eltérése. 


5.1.3. Kiszárítjuk és táblázatba foglaljuk a szükséges részeredmények et: 


osztályhalár ( asztály- gyak pa 8; 
[/ 
kg közép x; Í i 
4 






Í 
ETSO ESZT CTNN IENZ EN KZT KEN JET CN NEZZ 
10 
50010] 50510 töseT sört 22 Ta 


2. 
ol Bele 
[j [j 


b 





1] Lö1 
10 


pen 
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a) A 63. ábra a sürüsérglüggvényt (hisztogramoti a normális eloszlás SÜTÜSÉR- 
függvényével együtt szemlélteti (a gyakoriságértékeket 10-31— 310 -zel osztottuk). 


8; 


10/31 





470 d8a0 490 500 0 510 S2Z8 530 
o hsemt? 


áj. ábra, Hiszrorram és f(x) — e 19 srádfia 





MEG 


b) A tapasztalati eloszlásfüggvény a táhlázatból vett ha S; értékekkel (őd. ábra 


Eg; 
73731 22---———rs la an alles zl lési. MEG GZNNENENKREÉÉ  váléttáttttl - EEEN 


; 







15/31 


9/31 ; 
1731 tömeg 


kg] 





475 485 495 505 515 535 
64. ábra, Tapaszzaláti eloszfűsfügpvény 
cs Mintaátlag: 


— 0 1475-44-485-4 10 495-4-10-505-44-51542. 
1. 7 515-42.525 — 50081. 
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d) Korrigált tapasztalati szórás: 
!-66564-42.249.84-4...42. 58594 
30 
Annak valószínűsége, hogy a sép 485 kg-nál kevesebbet markol: 


P(X c485)a F/ő(485) mm 0032, 
vagyis a markolások szárnának 3.27.-ában 485 kg-nál kevesebb a kimarkolt homok 


súlya. 





XS 


—I 177. 


K 


SA4.g)Xx 71254. s$—-0g3; 7007; 


mh Fd381—F(l18) — dk1,35)—5(-081—0,6998, vagyis az elemeknek kt. 
7094-a felel meg az előírt pontosságnak. 
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5.2. A 2. fejezet feladatainak megoldásai 


Szak A 90, 95 és 994£-nak a pp—Üül 7.-005 és p;-ŰÜI értékek 


r 
felelnek meg. Az 1. sz. táblázat felhasználásával rendre bi mJ- e 
, 


— ].645: Ha I A0ü és Ha DA ÉRA 


Mivel a—-180, §-—-50 és X — TUA, ezért a 4076-os szininek mesfelelő kanfi- 
dencia-határok: 


—- a] sú 
X— u, 7 -705—1 645. - 6968 ke, 

éa 100 
—7105-4-1645. 2£ - 7133 ke. 


e" 7 100 
Á töltési súly 9ÜS6 valószínűséggel csik a [696.8.713,2] intervallumba. 
Hasonlóan kapjuk a 65 II. a 446-nak megfelelő konfidenciaantervallumokat: 
[695 27148], all, [692.1:719.8] 


sZ A (6) formula alamán, mivel G-50, 4 az Lá60 és d-7 


2 
2.0" gk, 2500 


Tehát 196 puttony lemérésénél kapott mérési eredményekből számitott számtani 
középtől 37 kg ellérésű intervallumba 9594 valószínűségeei csik az SÚOÜ puftioty 
átlagos töltési súlya. 


5.23. A JÚ puttony mérlegelése alanján kapott átlagos töltési súly X z708 kg, a 
korrigált tapasztalati szórás s3-52kg. A szabadságtfokok száma n-1— 29. A 90, 


935 és 99946-os szinteknek megítlelő p értékek rendrz p-ül r—ü05 és 
ps zÜ 01. A 4. táblázatból az czekhez tartozó t, Értékek: 


E, -L699 z 2045 és I a a 5 2.700. 


f2 
Így a (12) formula szerint a 909£-os szint esetén 


2 708—1669.-2S — 69215 kg: 


Hi va 


§.2. A 2. ferezet feladatainak negoldásai 288 


Kar, A 708 1.1.669 Her — TI3.84 kg: 
30 


et 


tehát a 9084-as szinthez tartozó konfidencia-sintervailum; [ő92.L3: 23.84]. 
Hasonlóan kapjuk a 95 és 9996-nak megfelelő intervallumakat: 
[őg8.6.7o2 A és [681.9.724.1]. 


8.24. A szabadságfokok száma: 99. A 9074-nak megfelelő konfidencia-határok 
(a 4. táblázatból interpolált ta; — Léüz ! a sz ÜRÓ, 1 — 2632 értékekkely 


Al 





5 705 1662. —— z 6965 kg; 
7 ai 100 
Írt 77 70571662. 7 7135kg 


Hasonlóan kapjuk a 95 és 9994-nak megfelelő intervaliumak al; 
694 715.1] és [691,9718,41. 


S.2.5. 4, 51960. a könfidencia-intervallum: [308342] 


S.26. A 9096-ős szinthez psÜl érték tartozik. A szabadságfokok száma; 15. 
A 3. sz. táblázat alapján Kara sz Yáns — 24996 és Zimi — Fő - 7.261. 


A. (16) szerint számított konfidencia-intervallurn: [12.0:22.3]. 
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5.4 A 3. fejezet feladatainak megoldásai 


$3.1. my zl200g e zőg: Xz1197g. dnz/100-10, így 


u saln e ——40. 





[el-4233 a p-0001 értékhez tartozó értéknél, az előírt tömegtől való elté- 
rés szizmifikáns, a gépet be kell állítani. 


S.3.2, Mivel mp-700ke; 9—50kg; X-705ke és én — 100 -18, így 
a my 2-0 - 
új 


A pz6ú5 értékhez u, —1960, tehát wzlcl36, ezért 9556-os szinten nincs 
szigrufikáns eltérés a 700 kg-hoz képest. 





S.3.3. Az X z404. st"z649 kiszámítása után meghatározzuk a E. 5—236 


értéket. Mivel Ír, [-23651s7-2.262, ezért az automata nagy valószínűséggel 
nem működik jól, be kell állítani. 


S3A4 A xy! -$/lzzal 


2 ns E képletet használva, a számítást a 
isz] " 


kövelkeéző táblázat szemlélteti 


LG ÜG79 I 
CÜÜ1534 
Ü. 00723 


C.00S522 
000917 
Ü O00K7 
b 00352 


ÜSS 
ETT Tove — Tove 


Tehát Y" -142-006391 7 9.075. 





3.4. A d. fejezet feladatamak megoldásait ző 


A szabadságfokok száma; 8-3—- 5 


A 3. sz. táblázatban a 9.07 értékhez 9.24 esik legközelebb, amelynek 5—-—ül0 


érték felel meg, tehát kb. 1076-as szinten állítható, hogy a minta normális eloszlású 
sokaságból származott, czért hipotézisünket elvetjük. 


0.4. A 4. fejezet feladatainak megoldásai 
a.d.1. A korrelüciós együttható: r—- Ü 9815 
Á TESTESSZIÓS egyencs egyenlete: v— 7 47xe148,51. 


a.4.2. A korrelációs együtthatá: r — 0997. 
Á regressziós egyencs egyenlete: y—11x—21657 6. 


A standard normátis eloszlás 247 


1. sz. táblázat 


S120I SIÓ] 5189 [ SZA4 [ S2Z79 5319 [ .5359 
.Jal71.5557 [ ,ssyó] 5630 [ 5075 [.S7l4[ 5754 
Jal0 TSA] adá z ! hl adós) AL) aját 
AZO3 [ Ő33] [ ,ős68 ] Hdító [ őd43 1 6480 F.65[7 
dd [ OAH] azé! OTT [ 6808 ( 6844 [ 08TO 
, FÜIY[ ,7ÖSAT ,TOSB TT ,élző [ /taP ELZEGÜ I 7224 
A57 ] 7389 ,4zz] időd döbb [ 7518 [ zádt 
JaT3 F 7704 [77340 77041 7704] 7B23 (7852 
dér t 796]  BOZA [ 80al [8078 [ .álü6 ] [33 
Szá; öződ [ AZA. BJl5 [ R3AG E ö3a5 ] Ragg 


S485 1 8508 8531 1 8554 [8577] 8594 [ ,Bő2! 
SATOR] A729 [ 8749] 8770 8700 ( A810 [ 8830 
3907 1 8925 [8944] 8962 [ 5980] 3997 [ 9015 
HO082 E 9009 OL151.9131 [9147 [9162] 9177 
9236 [9251] 9265] 9279 ] 9292] 9306 [ Ga10 
3701 03821 gd9g4 ] 6406 [ 0418] 5429 [ 444] 
9484 [ 9495 [ 9505 ] 9515 L.9525 [9535] 9545 
O5821 9501 [9599] 9608 9616] 9625] 9633 
9664] 9671 [9678] ü686 [ 9693 ] 9699 ] 9706 
G732 1 G73A [9744 [ 9750] 97561 9761] 9787 


ATB6 LP 2793 1 4798 1 2803 [2808] 9812] .0817 
9834] 98236 1 4872] 9840 ] 280] 9854 1 9857 
AAZEI EST [ESZA [SABI [9839 [OSS 7 [ 9890 
SH] 994 [9906] E909 ( 9A01 19913 1 9916 
Aag25 gaz T [ 9929] 9931 1 9932] 9934 [9930 
3943 1 9945 ] 9946 9948 (9649 [9951 [ 9952 
HJAS7T 1 9956 [9960 (9961 ] 9962 ] 9963 [ 9964 
JI68 ; 9900 [ 9970) 9971 199724 ..9973] 0974 
HATIG A TT OS78 ] 99791 98791 99580 1 9981 
a983 ] 9084] ,J064 [ G38D [9685 [ 9480 [ 7086 


3988 1 9988 (9088 0989 [2080 [ 9290 [ 9960 
aga] j H992 [9902 [9402 ] 9992 ] 9993 [ 9963 
HO04 : 9994 (9994. [9994 [9905] 9995 [ 9995 
3996 (9996 (9996 (9996 ] 92008 1 9096 [ 9907 
HOT E LYHOT [997 [EGY ]  9GGT  ,99G7 1 9908 
aga8 [agas] aetó ! EG9b [EROS [ AGGB ] ZT 
, 9998] 9999. ] 9998 [6499 ] 9994 [ 9999 [ 9998 
9999 [90999 [9999 [ 9999. 9999 [ 9099. [ 9990 
saaA3 [9988 [  98G5 [ggg [  egad [  agag ] ,aeaa 
L.Ú [4 1 Új I 1 (it 1.) 1 4) 
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2. sz, táblázat 3. sz. táblázat 


§ 84— 
mr aA ET Adi T Erre ll 
445 [39391 3932] 3925 3818 szabadság- 
A7S2Z I A739 3725 [37121 3687 





3605 [3589] 3572 assz] 3338 1 2.108 . 6.635 4 10627 5.024 19.82E-4 §393E-3 
3429] 34101 3391] 3372! 3352 2 4 6 5, G2lú (13.815 Ta78 15, 06E-2 ú, 103 
, ZZ0 [32091 3187. aláó 3144 3 625] 815 §1Ld35 [ 16.268 HE , 352 
011] 28891 2066 [ 2943 j 2090 4 7.879 . 13.277 Í 18.465 , , 0.711 
2780] 2726] 2732] ,270BT 2685 ki a 236 ; Ls 086 Í 20517 BZ 8. 1.145 
25411 .2518 1 2492] 2468 ] 2444 ű 10.645 . lá, 8l2z 22457 , WE 1.535 
7 I2OI7 [14 18475 (24.322 § 16.01 i 2.167 
2299] 2279] 2291] d 2227] 223 ki 13.362 5: 20.090 [ 26.125 538 , 2733 
2059 [ 20361 2012 1 1888 É [965 ja 14.684 , 31.666 1 27.877 Oz: , 3.325 
JS26 1 l804 1. Í7B1 [17581 .1736 
Jő04 ( IS82Í 1501 [15391 .I5ER LAB? , 23.209 Í 29.588 , , 3.940 
A394 [ la74 1 13541 1334] 1315 17275 ; zá 725 [31.204 [2]. : AATS 
200 T alg2] dda31 11451 1177 18, 4dú I 2lüza ! 28.217 [ 32. 6irü A, , 5 226 
1023] 1006] 0989 1 0873] 0957 198812 36 27.688 1 34.528 , 5 892 
O803. (0848 [ 0833. 0818 ] 0804 21.064 3. za lá] Í 36.123 , 6571 
O721 [0707 ] .0694 ( (0681 ! 0669 2230? ] 24.996 1 30578 [39.097 : : 7.261 
0596 ) 0584) 0573 1 0562 0551 23.542 ] 26.296 j 32.000 Í 39.252 1 28.84, 7.962 
24 7858 , 33 409 í 40790 , a h72 
AM55 ] Ud78 ] IMO8 Í 0459 [ 0448 Feb ; 34 805 1 42312 [3], , a. 390 
, 0390 1. .Ü387 0379 [371 [ 0383 Ta , 30, 191 [43.820 f 32852 , 16117 
DALT VU310T ÚKXI3 [ ÜZG7 [ 0290 
0252 ! 0246 [ 0241 ( 0235 ] .0229 zaalz ja, 37,soh [46.315 ] 34, 53] [10.851 
O198 [0194] 089 [0134 0180 za 0l5 ] 32. 38 a32 [ 40797 135, . L1,591 
O1V54 [015 0147 01431 0139 30.813 (33, 0 ZSZ F AOZŐB [38 1 12338 
0119] 0118 0113 otto! 0107 3z 007] 33. 41.638 (49.728 ] 38, L3.091 
0091 [0088  .00£6 0084 ] .0081 33.196] 36. 42.980 [51.179 j 13.484 
069 [0067 1 0065 [ 0063! 0061 34382 ] 37, 44314 [1 52.520 , 14.611 
0051 [ 0050 ( 0048 [0047 ( .D045 35,503 , 45.642 Í 54052 A, 15, 379 
36,74I 113 [dohog [55470 , 16.151 
ÜGZ8 [0037 (030 [0035 PU I 37 916 Mik as ztt [ 30.893 , 16.948 
VOZS [ .OÚZ27 [26 [ 0025!  ÜN2S 39087 5 49238 [ a8 302 . , LE7ŐS 
, DOZŐ 1. 0020 (0019. 1 0018 F.Ő018 
0015 Í 0014 1 0014 ] 0013 ( 0013 : AÜZSÉ [AA A7Z d BOBA ] 59.703 , . 18493 





ÚGTÚ (ÜLŐ [ AX0 1 6009 [ 0009 
ÚNÚZ ] .DUOT ( 0007 ODOT 1 ÜÜS 
0005 4. 4005 ( 0005 ] , 0005 f 0004 
(004 [0003 F.O003 ] 0003 [0003 
 Ú00Z [ 0602 F 0002 1 0002 Í 0002 
VO0Z [002 ! 0002 [0001 ( 0001 





Megjegyzés: 9(—t) — (td. 
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4. sz. táblázat 5. sz. táblázat 


S ezfezjegjeeee eg ET asse 





; 1 1614 (199.5 (32IS5 7 [2246 ta 2405 12439 
4. 9.28 9.12 61 BBI 4.74 
1 A ÜTB 6.514 12 TÖB 31. AZ 138. és [ ad] a26 a Mi 5.8] 
2 1.886 2 920 4.303 adál ] AlL6] 505 a 77] 468 
3 1.638 2.393 3.182 dotá ] 453] 4.39 4A 10] 4.00 
4 1.530 2.182 2.70 435] 4l2] 367 308] 357 
: ide] sos] 25" 4071 3.84 3.69 3.39] 3.28 
4) 144 1043 244 3.8A [ 363] 348 3 lá [ 3.07 
Fi 1415 1.835 2 J0A 3él § 348 É 3.33 a 02] 2981 
ti 3 3 
; V388 [1838 1262 3.59] 3.36] 3.20 290] 279 
me j . 34y] 3276] 3.11 280] 350 
10 1.372 1.812 2228 34t] 3.18 [ 302 2711 260 
li 1,363 1.986 2 41 334] 3.(IL] 2.96 2Zó5] 253 
532 1356 Í 9824 2.199 szú ] 306] 3590 za4i 248 
13 135 L.771 2.16ú szd 301] 2835 zosd fi 443 
14 1 1.345 1.7ől 2.145 320] 2901 281 240] 2.38 
15 I 1.341 1.753 2131 3lel 293] 2377 246] 234 
16 l337 1.746 2 120 A l3 1 2901 374 z42] 4.3] 
HE (NNÉSZANÉSE sol 29] am 239] 221 
19 L328 1.729 [2.083 307] 2.84] 2.68 2371 235 
" Í 3054] 282] 258 ZddÍ 323 
2 (325 , árát 2 086 3031 2.801 264 jat l 220 
21 1523 1.21 2080 301] 2/84d 2682 230] 2.18 
22 1521 jára ri 2 Ú74 2949 j 27al 280 228 216 
2 13159 1.714 2 Ú69 2981 274 ll 253 Jay] 23 dá 
24 1318 1.711 2 064 299] 273] 297 225] 2.13 
25 13l6 kz08 2060 2951 271] 2.56 224] 212 
ző 1.315 E7Üt züst 2A3 1 2.701 254 dZz2z2] 2.16 
z a üz 
28 1313 [701 2048 232] 269] 253 2.21] 209 
29 1311 I.699 Í 2645 zZ84] 261] 245 2421 2.00 
j : 27a] 2.521 237 204! 1.47 
30 1.310 1.697 2 042 208] 245] 2.29 1.96 [ 1.83 
40 1.303 1.684 22] 2bÜ] 2371 221 1.88 1.75 
HÜ 1.296 L.671 2.000 i cz i 
170 1.289 1.658 1.980 fi a nagyobb empirikus szórásnégyzetű minta elemszámártak, f2 pedig a másik minta 


en 1.282 1 545 [960 elemszámának eggyel kisebbített értéke. 


292 


ő. sz. táhlázat 





Aze és az e" figpvény értékei 


2 FS 
22933 
23164 
A 
2. 3032 
23809 
241089 
24351 
24596 
24843 
25093 
25345 
2.0] 
25857 
26117 
2.038 
2.5045 
2.0912 
2,7183 
3.004 
3.320 
3.669 
4055 
4 dö 
4953 
5.474 
050 
6.080 
aza 
8.166 
a Ü25 
9 974 
11.023 
12.182 
13.464 
14.880 
16.445 
18.174 
204080 


NÉV- ÉS TÁRGYMUTATÓ 


Á 


abszolút momentum 111 
adutpárok ábrázolása 234 
alaphipotézis 205 
alapsokaság 171 

alsó, felső kvantilis 117 
asszociatív 25 
axomatikus elmélet 19 


Á 


általános szorzási 
szabály 54 

átlagérték 31 

átlagtól való eltérés $1 


B 


ÖBgyes, 1. 18, 170 
Bgyes-tétele 61 
becslés 
— hatásfoka 
(efficienetája) 161 
- , leghatékonyabb 
(legelficiensebb) 
19] 
becsléses 
— függetlenségyizs- 
gálat 228 
— illeszkedés 221 
— Hlsszkedésvizs- 
gálat 220 
Bernouiit, Z. 18, 127, 
155 
Berneuií-eloszlás 197 
Bernentli-léle törvény 
163 
Bernontfi-kisérlet 127 
Bernstein. sz. X. 19 


himodáltis eloszlás 118 
binormális együttható 
126 
binomiális eloszlás I 26. 
I22, 153 
— jelölése 127 
— várható értéke, 
SZÓrÁSA, SZÓTÁS- 
négyzete [28 
binoimnális tétel 126 
biztos esemény 21, 22, 
zá 28, í2 
-. valószínűsége 19 
Boate. George 25 
Boole-algebra 25 
Borel, €. 19 
Huffon G.£.L.18 


C 


Cardano, BH. 18 

centrális abszolút 
mernentum ÉLI 

centrális (közponli) 
határcloszlás-tétel 

153 
centrális menner tur 

FIL, 16] 

— kiszámítása 181 
Csetrsev. FL. 19, 170 
Csetisev-egyenlőtlensén 

160, I61, 163 


b 


De Morcan-szabály 28, 
21 

Beszarres-léle derék- 
szügű keordínáta- 
rendszer 77 


HDescarfes-szorzat 86 
determinisztikus 19 
diszmunki halmazok 22, 

34 
diszkrét eloszlásfűgg- 

vény 73 
diszkrét eloszlásnk 125 
diszkrét valószínűségi 

vállazá 72. 220 

- előszlásfüggvénye 

LÜ) 

- szárásnégyzete 83 
diszínibutív 35 
dobókocka 17 
döntés 6 

— eredménye 204 
döntéshozatal 208 


E. 


ügryenletes eloszlás 14l 
— eloszláslüggvénye 
142 
— SÜTÜSÉRTÜTEÉVÉTYE 
142 
— várható értéke, 
szárásnégyzete, 
szórása 14l 
egyenletes eloszlású 45 
egyenlő valószínűségi 
mező 35 
egyenlő valószínűségű 
esömények Já 
egymást kizáró esemé- 
nyek z4. 23, 30. 67 
— összeme 28 
egymást kizáró hipo- 
tézisek 206 
egyrmnást nern kizáró 
események összege 
31 


294 VALÓSZÍNŰSÉGSZAÁMÍTÁS ÉS MATEMATIKAI STATISZTIKA 


eprvmintás r-próba 212 
egymirntás s-prába 207 
együttes bekövelkezés 
valószínűsége 64 
együttes diszkrét való- 
szinüségeloszlás $6 
együttes eloszlás 87, 82, 
281 
— táblázata 36 
együttes várható érték 
jei 
elégséges becslés 191] 
elégséges statisztika 151 
elerni esemény 2, 22 
— valószínűsége 33, 72 
elemi függvények 234 
elfogadási 
tartomány 200, 208 
éllenhípotézis 205, 208, 
210. 214. 218 
ellentett esemény 22, 128 
elméleri eloszlástügg- 
vérty 176 
elméleti ryakoriságok 
228 
eloszlás 
—, birmodális 118 
— ceníruma 111 
- közepe 15 
—, timodális 118 
—, unimodális 118 
eloszláslüggvény 98. 
1053. L25, 141, 144 
— tulajdonságai 48 
— pekvantilise 117 
elsőfajú hiba 207, 204 
— valószínűsége 207 
elsőrendű momentum 
lil 
empirikus ferdeségi 
cgyüttharó 181 
empirikus képlet 253, 235 
tipusa 235 
empirikus terjedelem 
175 
empirikus várható érték 
174 


erősen köniziszlens 
becslése 181 
erősen karrelált váliozók 
13 
esemény 22 
- bekövetkezésének 
esélye 27 
- gyakorisága 27 
- komplementere 
(ellentettje) 36 
— valószínűsége 28. 
2 
eseményalgebra 24 
csemények 
— AZONOSSÁGA 25 
- különbsége 23 
— melszele 24 
-, nem független 64 
— üsszege 21, 23 
— szorzata 24, 23 
— umója 24 
— egyenlősége 22 
eseményekre vonatkuzó 
műveleteket, 23 
eseményrendszer 244 
eseménytér ZÚ, 22, 27, 
71 
— felbontása 47 
- részhalmaza 21 
— szemléltetése 46 
exponenciális eloszlás 
144 
— eloszlásfüggyénye 
144 
— sürüségfüggyénye 
144 
. várható értéke, 
SZÓTÁSNÉNTYZE[C, 
szórása 145 


F 


fadiagram 56 

Tel vagy írás" zZú 

feltételes relatív 
gyakoriság 52 


feltételes valószínüség 
531, 6ü 

feltéleli egyenletek 237 

feliétieh egyenletrenedszer 
238 

fellevésvizsgálat 205 

ferdeségi együttható 112, 
150, 151 

Fermat, FP. 18, 41 

féllogaritmmikus vapír 
233 

Fisner. RA. HŐ, 1592 

folytonos eloszlás 99, 
138. 220 

folytonos eloszlású 
valószínűségi változó 
. szórása I(7 
- SZzórásnégyzete 

107 

— várható értéke 106 

folytonos valószínüség- 
eloszlás lúd 

folytonos valószínűségi 
változó 97. 98 

folytonos változó 88 

F-próba 218 

független események 63 

független kísérletsorazat 
126 

tügectlen valószínűségi 
változák 87, 92 

független, egyenlő clasz- 
lású valószínűségi 
változák 1735 

függetlenségvizsgálat 
225 

függvény szélsöértéke 
192 

fügrvénykapcsrlathan 
álló pontok 234 


ú 
Galtet, G. 18 


gamma lüggvény 201 
Causs, K.F.19 170 


Név- és tárgymutató 


Zo 





ecomctria valószínüség 
45 

Clreenke, V. d 170 

ünyegyenka, B. V. [70 

Craszer, WoS 170 

gyükuriság 35 

gyakorisági eloszlás 174 


H 


hárormszigima szabály 152 
hibás döntés valószírmű- 
sége 207 
Hincsim, A. f 170 
Mipergeometrikus 
eloszlás 136 
— várható értéke, 
szórásnégyzete, 
szórása 137 
hipotézis 205 
Mpotézisvizsgálat 205 
— menete 206 
hisztogram 84 
hornogeniításvizsgrálat 
szü, 222 
Huvoens, Ch. 18 


kH 


idempatens 25 

illeszkedésvizsgálat 219, 
elt 

illeszkedő görbe 233 

"mproprius integrál 103 

miervallambccslés 1858 

invariancia lulardonság 
183 


játék 80 

— kedvező 8Ú 

— kedvezőtlen £ú 
Jordán, Káraly 18 170 


K 


k-adik centrális 
momentum Í11 
k-adik tapasztalati 
momentum 181 
k-adrendüű momentum 
110 
kedvező esetek I8, 35 
Kendat M. D. 170 
kettős logaritmikus 
papír 235 
kétmintás !-prába 214 
kéttruntás -próba 210 
kétimirntás 
u-statisztika 211 
kétüldali ellenhípotézis 
ZÜK 
Fétváltozás függvény 
minirnurna 244 
khi-négyzet sürüség- 
lüggvénye 201 
khi-négyzet-eloszlás 
198, 201 
— várható értéke, 
szórásnégyzete 
201 
khi-négyzet-próba 220 
kisérlet [9 
— kimenetelei 15 
kiválasztott pemitak 
módszere 235, 239 
klasszikus valószínűségi 
mező 35 
kocka feldobásával 
végzett kísérlet 21 
Kalmerarav, A.M 170 
Kölmogarav-féle 
axiómák 30 
kombináció 37 
—, ismétléses Já 
kombinatorikus mád- 
szerek 35 
kornrutatív 45 
komplementer 22 
konfidencia határok 
195 


koönirdencta-intervallum 
195, Í87, 211. 199, 
Z02, 208 
-— lélhossza 197 
konüngeneciatáblázat 227 
konzisztens becslés 191 
körrekt játék $0 
korreláció 92, 24] 
körrelációanalízis 241 
korrclációhányados 243 
korrclációs együttható 
g0, 243 
korrelációs keelficieris 
243 
karrelálatlan 243 
körrelálatlan valószínij- 
ségi változák 93 
korrigált szórásnégyzet 
212 
korrigált tapasztalati 
szórás [80 
korrigált tapasztalati 
szórásnégyzet 150 
kovariancia 90, 241 
külcsönösen kizátó cse- 
mények összege 57 
közelítő képletek 216 
közelítő tapasztalati 
eloszlásfüggvény 
178, 1979 
közepek módszere 236, 
234 
kritikus érték 4 
kritikus érlékek arárnyos- 
sági szabálya 41 
kritikus tartomány 206 
különbségek. átlaga 236 
különtségek négyzet- 
összege 256 


L 


Lagrange  $.f. 18 

Laplace, F, 170 

lapultság ermpitikus 
mérőszáma 182 


296 VALÓSZÍNŰSÉGSZÁMÍTÁS ES MATEMATIKAI STATISZTIKA 


lapultsági együttható 
[12.151 
tegendre, A. HÜ 
legkisebb négyzetek 
módszere 237, 240 
lehetetlen csemény 21, 
22. 24, 28 
— valószínűsége 50 
lehetséges érték 72 
lehetséges kimenetel 20 
lépcsős függvény 100, 
175 
likelihocd-függvény 
193 
lincáris függyény- 
kapcsolat 93, 235 
lineáris kapcsolatot elő- 
állító leképczés 234 
linearizáló módszer 234 
Liapunuv, A. M. 17ú 
lottó 38 


M 


marginális (határ-) 
eloszlás 86 
marginális értékek 227 
Marfgov, A. A. L70 
Markov-egyenlőtlenség 
160 
máisodíatú hiba 207, 208 
— valószínűsége 207 
materratikai statisztika 
1658 
— feladata Lé5 
maxitmur-hkelinaná 
(legnagyobb valászi- 
nüségi módszere 1592 
maximurmn-likelihnod 
becslés 193 
mecharukus (szisztema 
tikusj mintavétel [73 
medián íl5, Il6. 1435. 
150, 174, F7S 
— geometriai 
szemléltetése 115 


megbízhatóság 195 
— szintje 1985 
megbízhatósági 
intervallum 195 
megéngeédhető 
legnagyobb hiba 152 
megfigyelés eredményei 
zÜ, 171 
megfigyelhető 
események 22 
megszámlálhatóan 
végtelen H 
Méré, Ch. de 18, 41 
mérési eredmények 170 
mérési hibák 238 
minőségellenőrzés 205 
minta 172 
— szükséges clemszá- 
márak nagysága 
197 
mintaátlag 174. [80 
— várható érléke Í 74 
mintselemek 172 
- eliérése 174 
- nagyság szerinti 
rereezése 174 
mintaközép 174 
mintalenedelem 174, 175 
mintavétei [7] 
—, visszatevés nélküli 
42 
—, visszatcvéses 43 
Mises. K. 19 
modell 158 
módusz 112. 1E8 
Meirvre, A. de lá, 41 
műmentumok Í lő 


N 


n szabadságfokú (khi- 
négyzéti-előszlás 
201 

n-1 szabadságfokú 212 

nagy számok gyenge 
törvénye 167 


nagy számok törvénye 
1559, 163 

nevezetes eloszlások 
Íző 

Newton-Letbriz-tétel 
104 

Nevmar, 4. 170 

négyzetes középhüba 82 

normálegyenletrendszer 
244 

normális eloszlás Idő 
- tloszláslítegvénye 

147. 148 
 SÜrÜségfÜgEvÉTYe 
147, 148 

notralitásvizssálat 220, 
222 

normált vagy standard 
valószínűségi változó 
85 

nullhipatézis 205, 208. 
210, 212. 214, 218, 
z21. 226 
— elfogadása 223 

nyerési esély 42 


ü 


asztályközök 176 
(dszírogradszkíj, MV. 
170 


Ö 


összeg várható értéke LŐ8 
összes eselek 18 
összetett esemény 22 

-— valószínűségz 33 


F 
paraméter becslése 189 


paraméterek 
kiszámítása 235 


Név- és tárg vatutató 


paraméterek statisztikat 

becslései 19ú 
páronként független 

csemények 64 
páronként kizáró 

escmények 28 
Fascal BH. 18. 4l 
Fearson E. ő. 17ú 
Pearson K. [70 243 
peremeloszlás 86, 241 
permutáció 30 

—, ismétléses 36 
pénzérme 20 
Poissan, 5. 1.19 
FPoisson-eloszlás 131, 

133. 136 

-— várható értéke. 

szórásnégyzete, 
szórása 152 

pentbecslés 189 

— módszerei 189 
próbafüggvény 208 
próbastatisztika 212 


he 


(uetelet A. MŰ 


RK 


regresszióanalízis 241 
regressziós függyény 
238, 242 
regressziós gürbe 242 
rekurziós formula 133 
rekurziós képlet 128 
relatív gyakoriság 28, 
ja. [75., IT? 221 
a, feltételes 52 
relatív gyakoriság 
hisztogranya 177 
relatív szórás 85. 181 
rendezetl minta 
p-edrendű kvantilise 
182 


reprezentatív mintavétel 
171 
rétegezett mintavétel 173 


és 


standard eltérés 82 
standard normális 

eloszlás 149 

— üloszlásfüggvénye 

149 
— SŰTÜSSETÜHEVÉITYE 
149 

slandardízált váltazák 

kovarianciája 41 
statisztikai adatok 168 
statisztikai hecslések 

188 
statisztikai 

függvények [74 
slalisztikai 

— hipttézísek 205 

— minta [71 

— model! 241 

— próbák 205 

— sokaság 171 
slalisztikák I74 
szudent L70 
szuder-eloszlás 198. 

199 
árudent-előszlású 

táblázat 212 
azgedent-eloszlású 

vállozó 212, 214 
súlyozott átlag 75 
sürüségfüggvény LÜ3. 

144, 198 

— tulajdonságai Íú3 
süűrűséghisztagram 177 
számtani közép 174 
széréncsejáüték 18 
szignifikancia szint 2(kű 
szignifikáns 209 

— különbség 209 
szienitikáns eltérés 219 
sztirnan AV L7G 


za 
szorzási tétel (szorzási 
szabály) 54 
szúrás ]di 


szórás (Shandarél eltérési 
84 
szórás becslése 201] 
szórásnégyzet, szórás 
kiszámítása lÚ7 
szórásnégyzet 82. 141. 
149, 245 
— Etecslése [9D 
— kiszámítása HZ 
szlochasztikus 18 
- folyamat 56 
— kancsolat 40 
szlochaszukusan 
konvergál 1624 


T 


tapasztalat ternmirikus ) 
eloszlásfüggvény 
[74175 

tapasztalati fermpirikus) 
vagy mintacloszlás 
174 

tapasztalati sürüség- 
függyény [77 

tapasztalati szárás 174, 
I 30 

tapasztalati szórás- 
négyzét 179 

Terylar-sor 133 

teljes cseményrendszer 
61, 73 

teljes rendszer 35 

teljes valószínűség 
tétele 58 

1-eloszlás 198 

tételek 84 

tiszta illeszkedés 221 

torzítatlan becslés 190, 
151 

trimodális eloszlás L45 

j-statiszuka 212 

turbina 26 


208 VALÓSZÍN ÜSÉGSZAMÍTÁS ÉS MATEMATIKAI STATISZTIKA 


UJ 


untmodális eloszlás 118 


Ü 


üres halmaz 21 


Y 


valós értékű függvény 71 
valószínűség 

—, feltételes 51 
válószínűségeloszlás 44, 

73 

— vonaldiagramja 78 
valószínűséni 

lüggyény 29 
valószínűségi ítéletek 168 
valószíníségi mező 33, 

ad 72 
valószínűségi változó 71 


— diszkrét 72 
— eloszlása 78 
— closzlásftegyénye 
LEŐ 
— terjedelme 118 
— vátható értéke 82 
valószínűségi változók 
kápcsolala 85 
— üsszefüggése 89 
valószínűségi vektor- 
vállozó együttes 
eloszlása 86 
valószínűségszámítás 
17 
— feladata 18 
valószínűség szürmitits 
matematikai 
elmélete 30 
változó eloszlása 73 
változák kapcsolatának 
szarossága 241 
vállozók szorossápának 
mérése 243 
várható eltérés 113 


várható érték 75, 27. 
[ő68, 141, 199, 225 
— becslése 1 9ó 
variáció 37 
— temétléses 37 
varjancia ő2, 118 
végtelen sor 77 
végtelen valószínűségi 
mező 33 
véletlen esemény 17 
véletlen mintavétel 171 
véletlen számtáblázat 173 
véletlenszerű (1 
visszatevés nélkiHi 
Mmintavétei 42 
VISSZALTGYÉSES 
mintavétel 43 
vonaldiagram 77 


w 


Wald, Ábrahám 170 
Wefch-nrába 215. 217 


—ű 


Á Scolar Kiadó matematikakönyv-ajánlata 





Obádovics: Matematika 


Az Gbádocies: Maternatika tizenötödik, teljeskörűen áldolmozott 
kiadása, évek óta közkedvelt összefoglaló kézikönyv. Használhatásá- 
gát az eddig eladott közel 500 000 példány, valamint küllökdi kiadásai 
bizonyítják. Áltekinthető felépítése, világos magyarázatat, gürdülé- 
kegy stílusa, bőséges ábra- és példaanyaga méltán emeli a világ leg- 
jobb maternatitka tárryú könyvei Közé. 

,Az iskolai matematikaoktatás hazai és nemzetközi tapasztalatatt 
felhasználva fogtam hozzá a Maternanka tizenkettedik kiadásának 
teljeskörű átdolgozásához. Azok a refőrmiörekvések, amelyek az akla- 
tás egészére, illetve egyes tárgyakra irányultak, a matematika tanamnya- 
gára, módszerlanára, jelölésrendszerére, néhány fogalmának pantosítá- 
sára is hatottuk, A hazat és nemzetközi korszerű málermatikai irodalom 
által használt jelölésrendszerből átvettem és alkalmaztam azokat a 
jeleket, amelyek a megértést segítik És meghonosodtak it középískelit 
öklatisban 15. 

Az átdolgozás néhány újabb anyagrész ismertetését is igényelte. 
Ilyen például a halmazelmélet, az algebrai struktúrák, a relációk ele- 
mei Bővültek a valós számhalmazra. az. egyenlelekre, a sikgeömet- 
riára, a függvényekre, az irtegrálszámításra és a difterenciálegyen- 
letekre vonatkozó ismeretek," 


— részlet a szerző előszavából 


4 A halmazelmélet és az absztrakt algebra elemei 

$ Algebra 

4 A komtbinatórika és a valószínűségszámitlás elemei 

4 S1k- és térmértan, tigonometria, koöndinálageometria 
$ Bevezetés az analízisbe 

4 Lifferenciál- és Integrűlszálnlás 


Az Gbádovics. Metematka eredményes segítőtársa lehet a mate- 
matikával bármilyen szinten foglalkozó diáknak és felnőtinek égya- 
ránt, különösen az érettségire, lelvétetire készülöknek. 
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